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Resumé

Recent Developments in Econometrics (In Danish) survey and as-
sess the developments within econometric theory, microeconometrics,
timeseries econometrics, finansial econometrics, and latent variables.
JEL Classification C00. Keywords: Econometrics.
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1 Indledning

1.1 Afgraensning

Da Econometric Society blev dannet i begyndelsen af trediverne, definerede
man gkonometri som et bygningsveerk, baseret pa tre piller: Statistik, gkono-
misk teori og matematik. Dette synspunkt kan vi tilslutte os, men vi vil i den
folgende gennemgang af udviklingslinierne i gkonometrien koncentrere os om
de statistiske metoder, der har vist sig brugbare til anvendelse i empiriske



gkonomiske analyser, eller som vi forudser vil finde anvendelse pa dette om-
rade i fremtiden. Vi vil saledes ikke gennemga udviklingen i den gkonomiske
teori eller i den matematisk formulerede del af denne, selvom den er bade
vaesentlig og central. For at illustrere og motivere de gkonometriske metoder
vil visse dele af den gkonomiske teori dog blive bergrt.

Gennemgangen i det fglgende vil omfatte centrale teoretiske omrader, som
asymptotisk teori, og metoder, der kan anvendes i tilknytning hertil, hvis
stikprgvestgrrelsen ma betegnes som lille set i forhold til variationen i data.
Endvidere vil gennemgangen omfatte metoder, der anvendes hvor data er
makrogkonomiske data, individdata, finansielle data og hvor oplysninger har
form af tveersnits eller paneldata, diskrete data, censorerede data, trunkerede
data, grupperede data, varighedsdata og tidsserier, der evt ikke er stationacre.

I de senere ar er man bl.a. pa grund af de store teknologiske fremskridt
pa beregningsomradet begyndt at anvende teknikker, der kun i begraenset
omfang baseres pa observationer af gkonomiske variable og en egentlig esti-
mation og opstilling af en statistisk model. Her taenkes pa modeller byggende
pa kalibreringsteknikken, som grundlag for afprgvning og anvendelse, ek-
sempelvis Real Business Cycle Modeller og Computable General Equilibrium
Modeller. Udgangspunktet for disse modeller er en mere eller mindre forfinet
teoretisk model og nogle parameterveerdier, der enten er geettet eller fundet
i litteraturen. Den opstillede computermodel afprgves overfor de empiriske
observationer ved hjelp af simulationer. Hvis modellen ikke er i stand til
pa tilfredsstillende made at producere praediktioner af de observerede serier,
gndres modellens parametre, og et ny st praediktioner udarbejdes. Disse
sammenlignes med de observerede vaerdier, og proceduren fortsaettes, indtil
man har opnaet et tilfredsstillende fit.

Ofte er man ikke interesseret i at fitte modellens praediktioner til selve de
observerede data, men man er tilfreds, hvis de modelfrembragte praediktioner
og de observerede data har visse karakteristika til feelles. De karakteristika,
man som regel sammenligner, er de forste momenter, dvs. middelveerdi og
varians, en begraenset del af autokorrelationsstrukturen, samt korrelationerne
mellem de variable. Saidanne metoder lgber en risiko for at give resultater,
der er helt ude af trit med de forhold, der eksisterer i gkonomien, da data
kun i yderst begraenset omfang spiller en rolle.

Gennemgangen i det folgende vil blive koncentreret om metoder, der er
baseret pa en effektiv udnyttelse af den tilgaengelige information fra den gko-
nomiske teori, fra de indsamlede data og fra malesystemet, og hvor man har
en velfunderet og pa forhand fastsat kriteriefunktion for om den statistiske
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model er i overensstemmelse med datainformationerne. De gkonometriske
metoder, vi vil gennemga her, er saledes alle metoder hvor man med bag-
grund i den gkonomiske teori har opstillet en statistisk model, der er afprgvet
og tillempet séledes, at den beskriver det anvendte data sset. Herefter kan
hypoteser om andre gkonomiske sammenhaenge, der ikke er palagt modellen
som restriktioner, testes og eventuelt forkastes.

1.2 Indholdsbeskrivelse

I det fglgende vil vi gennemga udviklingen indenfor en rackke centrale omra-
der af gkonometrien.

I afsnit 2 gennemgéar vi udviklingen indenfor den relevante og grundlaeg-
gende gkonometriske/statistiske teori pa omradet. Den generelle teori for ek-
stremum estimatorer behandles, inklusive maximum likelihood, pseudo maxi-
mum likelihood og generaliserede moment metoder. De vigtigste asymptoti-
ske resultater og bootstrapmetoder beskrives. I afsnit 3 behandles udviklin-
gen indenfor mikrogkonometrien, bl.a. modeller for individuelle beslutninger,
panel data, og varighedsdata. I afsnit 4 gennemgaes tidsseriegkonometrien,
herunder metoder der tillader behandling af ikke stationaere data og ikke-
linesere sammenhaenge. Afsnit 4 indeholder saledes en gennemgang af omréa-
derne integration, kointegration, common features og ikke-linezere modeller
som Markov switching modeller. Den gkonometri, der anvendes til analyse af
finansielle modeller, gennemgaes i afsnit 5. Afsnit 5 indeholder foruden en dis-
kussion af modeller for aktier, obligationer og optioner ogsa en behandling af
volatilitet. I afsnit 6 behandles modeller for latente variable, eksemplificeret
ved de sakaldte LISREL modeller.

2 (@konometrisk teori

Ved al empirisk arbejde konfronteres man med spgrgsmalet om resultater-
nes troveerdighed. En del af svaret til dette spgrgsmal kan i gkonometrien
findes i egenskaberne ved den benyttede estimator. Forst og fremmest dre-
jer det sig om at finde fordelingen af estimatoren. Men det er ofte i praksis
umuligt at finde denne fordeling, bortset fra nogle fa tilfzelde som f.eks. en
linezer regressionsmodel med normalfordelte observationer. Til gengeeld er
gode approksimationer for fordelingen af en estimator blevet udviklet. Disse
approksimationer er ofte gyldige for mange nye estimatorer, som udviklingen



i de numeriske metoder har gjort det muligt at beregne.

Fordelingen af en estimator kan approksimeres enten analytisk eller nu-
merisk. Den analytiske metode approksimerer fordelingen med den fordeling,
estimatoren ville have, hvis man havde haft en meget stor stikprgve. Den
numeriske metode simulerer estimatoren pa en computer, enten ved at tage
udgangspunkt i en fuldt specificeret teoretisk model, Monte Carlo metoden,
eller ved at betragte stikprgven som den faktiske population, Bootstrap me-
toden. Monte Carlo metoden er nyttig, nar man vil undersgge en estimators
teoretiske egenskaber, hvorimod bootstrap metoden er velegnet til analyse af
estimatorens egenskaber for et konkret datasaet.

2.1 Generel teori: Ekstremum estimatorer og asymp-
totisk teori

Langt de fleste estimatorer findes ved at maksimere eller minimere en ob-
jektfunktion. Derfor har disse estimatorer faet feellesbetegnelsen ekstremum
estimatorer. 1 dette afsnit giver vi eksempler pa ekstremum estimatorer og
slutter med en samlet teori for deres fordeling.

Generelt kan ekstremum estimatoren, 6, defineres som den veerdi af pa-
rameteren ¢, som maksimerer en objektfunktion, der i de fleste tilfselde kan
formuleres som % S g (wg, 0) , hvor T er stikprgvestorrelsen, g; er observa-
tion ¢’s bidrag til objektfunktionen, og w; = (y;,z;)" er en vektor af endogene,
Yt, og eksogene variable, x;. Formelt er ekstremum estimatoren defineret ved

~ 1T
Or =arg max — Z qr (wy, 0) (1)
0 T3

Det mest kendte eksempel pa en ekstremum estimator er mindste kva-
draters metode. I en generaliseret udgave med en ikke-lineser regressions-
funktion m (z,,0) er den ikke-linesere mindste kvadraters estimator, NLS,
defineret som 0, =arg 01111n =3 (g — m (4, 0))* . Et andet typisk eksempel

pa en ekstremum estimator er Maximum Likelihood, ML, estimatoren, hvor
objektfunktionen er sandsynligheden for stikprgven, en sandsynlighed der
skal maksimeres over alle mulige parameterveerdier. ML estimatoren af 6 er
defineret som 01 =arg ;nax + S log f (y]@y, 0) , hvor f er den betingede teet-

hedsfunktion for y; givet ;. Se afsnit 3.1 for et eksempel pa en ML estimator.



I de sidste 10 ar er den Generaliserede Moment Metode estimator, GMM,
som ogsa er en ekstremum estimator, blevet meget anvendt. Stokastisk, in-
tertemporale modeller vil ofte have en likelihood funktion, som i praksis er
for kompliceret til at tillade maximum likelihood estimation, men lgsningen
af disse modeller resulterer ofte i en fgrste ordens betingelse, Eulerligningen,
som er en forventet vaerdi lig 0. Denne teoretiske momentrestriktion anvendes
af GMM estimatoren, som ikke forudsaetter en fuld specifikation af den sto-
kastiske proces, sadan som maximum likelihood ggr. Prisen for dette vil ofte
vaere tab af efficiens. Et eksempel er den sakaldte Consumption Capital-Asset
Pricing Model, C-CAPM, se afsnit 5.

I C-CAPM maksimerer en repraesentativ agent den forventede tilbage-
diskonterede nytte, u;, af fremtidigt forbrug, c¢;y;,7 = 0,1,... givet en bud-
getbegraensning og informationen, I;, og ved anvendelsen af diskonterings-
faktoren 6. Et eksempel pa en mulig nyttefunktion er den isoelastiske nytte-

funktion u; (¢;) = ﬁ (ctl"’ — 1), hvor « er den intertemporale substitu-
tionselasticitet. Eulerligningen bliver F (50[ flrtﬂ\ft) /e = 1, hvor 14
er realafkast af formuen. Ved at definere 0 = [6,a], wy = [ct1/ce, 41,

g (w,0) =206 (Cg )_a ri+1 — 1, kan Eulerligningen skrives som

E (g (ws,0) 1) = E; (9 (wy,0)) =0 (2)

Vi skal estimere to parametre. Eulerligningen bruges til at danne tilstraek-
kelige momentrestriktioner, her mindst to, ved hjeelp af instrumentvariable,
2, som er kendte pa tidspunkt ¢, dvs. tilhgrer I;. Ved hjelp af itererede
middelvaerdier fas

E(zg (we,0)) = E(E(zg (w,0) 1))
= E(z£(g(w,0) 1)) = E(20) =0

Vi kan da estimere de to parametre, «, ¢, ved hjalp af disse to instrumentva-
riable zy; og 2y, idet de teoretiske momentrestriktioner erstattes med de
empiriske momentligninger % > 2119 (wt, 5) =0 og% > Zotg (wt, 5) = 0, som
lgses med hensyn til 0.

For eventuelt at opna en mere efficient estimator kan man bruge flere
instrumenter end parametre, hvorved vi far flere empiriske momentrestrik-
tioner end ukendte parametre og derfor minimerer en vejet sum af kvadrater
af de empiriske momentbetingelser.



Generelt defineres GMM estimatoren af 6 som
N 1 T ! 1 T
67 =arg min (— > h(wy, 9)) St (— > h(wy, 0)) (3)
0 T t=1 T t=1

hvor Sr er en vaegtmatrix, som kan afhaenge af data, og h er en vektor af
momentrestriktioner.

Den approksimative fordeling af en ekstremum estimator 07 kan udledes
generelt uden saerlig hensyntagen til hvilken ikke-linezer funktion, der mak-
simeres. Hertil anvendes asymptotisk teori, hvor ideen er at undersgge, hvad
der sker med fordelingen af estimatoren, hvis stikprgvestgrrelsen gar mod
uendelig. For mindre, givne stikprgvestgrrelser geelder fordelingen derfor kun
approksimativt, og man kender ikke approksimationsfejlen. Ekstremum esti-
matoren er typisk asymptotisk normalfordelt. R

Til udledning af den asymptotiske fordeling af 61 anvendes en Taylor-
reekkeudvikling af fgrste ordens betingelserne for maksimering af objektfunk-
tionen omkring den sande parameter 6. For at lave Taylor-reekkeudviklingen
antager man, at ¢; bestar af kontinuerte, differentiable funktioner for alle ¢
vaerdier. Om variablenes fordeling antages i det simple tilfaelde, hvor w; er
identisk, uathsengig fordelt, at de to fgrste momenter eksisterer, £ (w;) <
00, E (w}?) < oo for alle t. Men med lidt andre restriktioner kan man finde
den asymptotiske fordeling ogsa for svagt athaengige processer evt. med deter-
ministiske trends. For steerkt afhaengige, ikke stationzere processer kan man
finde andre asymptotiske resultater, se afsnit 4 om tidsseriegkonometri.

Under passende antagelser far man saledes det generelle resultat, at ek-
stremum estimatoren konvergerer mod den sande vaerdi 6y, og at estimatoren
normeret med /T konvergerer til en normalfordeling. Formelt udtrykt,

VT (67 — 05) 2 N (0, (6,)) (4)

hvor 2 betyder konvergens i fordeling, og V> (0o) er den asymptotiske for-
delings kovariansmatrix.

2.2 Anvendelse af teorien: Beregning af kovariansen

For at kunne anvende den asymptotiske teori skal den asymptotiske kovari-
ansmatrix V> beregnes. Under forudsatning af, at estimatoren er af typen
(1), er V> en funktion af den forste ordens afledede af objektfunktionen



q:, benaevnt score vektoren s; og den anden ordens afledede af ¢;, benaevnt
Hessian matricen H;. Den asymptotiske kovarians er givet som

V> (00) = T~ (00) Z (60) T~ (o) ()

hvor 7 = limy_, F L% PO stsg} og J =limp_ o F [%1 s Ht} .

I praksis har vi behov for konsistente estimatorer af J og Z. Eftersom
J er en middelveerdi, vil Jr = %1 ZtT:l H; veere en konsistent estimator un-
der meget svage forudseetninger, hvorimod Z er varians-kovariansmatricen for
score vektoren, hvorfor en konsistent estimator ma tage hgjde for eventuel he-
teroskedasticitet og autokorrelation. I begge estimatorer erstattes 6o med en
konsistent estimator, f7. Den herved opnaede estimator kaldes i folkemunde
ofte Sandwich estimatoren.

Variansudtrykket simplificeres under visse regularitetsbetingelser og for
en model, der er specificeret korrekt med hensyn til dynamik og fordeling. I
sadanne tilfaelde geelder, at Z = J og tre meget benyttede estimatorer af V'

. —1
er den inverse af den Observerede Informationsmatrix Vi = (‘Tl > Ht) ,
den inverse af den Forventede Informationsmatrix eller Fishers Information

Ve = (%1 ZE(Ht))i1 = (% ZE(stsg))i , og den inverse af den Ydre

Produkt matrix Vpp = (% Zsts;) . Alle tre estimatorer er konsistente og
efficiente, og derfor aekvivalente asymptotisk.Har man tiltro til, at ens model
er korrekt specificeret, bgr man anvende et af disse tre simple variansudtryk,
men i andre situationer er det tilradeligt at bruge (5). Forskellen mellem det
simple og det generelle variansudtryk danner basis for en raekke fejlspecifika-
tionstests.

Selvom de tre simple variansestimatorer er asymptotisk aekvivalente, kan
de for en given stikprgve give meget forskellige estimater af 1>°. Monte Carlo
simulationer har demonstreret, at XA/O M Og VE rm er betydeligt mere praecise
end estimater baseret pa Vop. Dette resultat fremkalder en generel advarsel
om, at asymptotiske resultater ikke ngdvendigvis giver en god approksima-
tion til resultaterne for en endelig stikprgve. Valget af variansestimator har
ogsa konsekvenser for Wald og LM testene, som anvender et varians estimat.
Det har vist sig, at testene har vidt forskellige egenskaber aftheengig af valg af
variansestimator. Flere resultater tyder pa, at test baseret pa Vorar og Verw
har stgrre styrke end test baseret pa Vpop. En alternativ made at udregne
usikkerhed pa vil blive praesenteret i afsnit 2.4 om bootstrap.



2.3 Misspecifikation: Pseudo ML og ikke-parametrisk
estimation

Resultaterne, vi har praesenteret ovenfor, er alle udledt under forudsaetning
af en korrekt specificeret model, men da gkonomisk teori sjaeldent giver kon-
krete svar pa fordeling og specifikke funktionelle former, er dette en tvivlsom
antagelse i praksis. I dette afsnit gennemgar vi to metoder, hvor den ene,
pseudo ML, eller quasi ML, er robust overfor fejlspecifikation af fordelingen,
og den anden, semi- og ikke parametrisk estimation, palseegger modellen feerre
antagelser, hvilket mindsker sandsynligheden for fejlspecifikation.

Pseudo ML er, som navnet antyder, en ML estimator, som ikke forud-
seetter en korrekt specificeret fordeling. Hvis en model er fejlspecificeret, risi-
kerer man, at f7 er en inkonsistent estimator, og at det udtryk for V*°, som
er udledt under en antagelse om en korrekt specificeret model, ligeledes er
forkert. Da vi som naevnt sjeeldent har en korrekt specificeret model, er det
vigtigt at finde forudsaetninger, under hvilke vi har en konsistent estimator.
For en stor klasse af modeller eksisterer en pseudo-maximum likelihood esti-
mator, PML, som er en konsistent estimator af 8, og for hvilken man kan
udlede en korrekt asymptotisk varians.

Betragt en fejlspecificeret model, dvs. den sande fordeling tilhgrer ikke
den familie af fordelinger, som anvendes i vores likelihood funktion. Den
fordeling, som anvendes i likelihood funktionen, benaevnes den pseudo sande
fordeling. Antag eksempelvis, at den datafrembringende proces opfylder

Yo = m (v, B) + uy (6)

og
E (yilxy) =m(a, 8), t=1,2,...

hvorfor E (us|x;) = 0. Det kan vises, at for enhver funktion m og enhver
asymptotisk fordeling af {z;}, far man en konsistent estimator B*, hvis og
kun hvis den pseudo sande fordeling veelges fra en famlie af en lineser exponen-
tiel teetheder, der for eksempel omfatter Binomial, Poisson, Gamma, Normal
og Multinomial fordelingen. PML estimatoren er ogsa asymptotisk normal-
fordelt. Det er saledes ikke ngdvendigt at have en antagelse om den sande
fordeling af u;, men kun om dens betingede middelveerdi. Kender man den
sande familie af fordelinger, er ML estimatoren naturligvis mere efficient end
PML estimatoren.



Vaelges normalfordelingen som pseudo sand fordeling i model (6), far man
en PML estimator, som svarer til en multivariat, ikke-lineser mindste kvadra-
ters estimator. Har man et konsistent estimat, Qt, pa variansen af y;|x¢, og er
E (wpuijlzixi ) = 0, j > 1, er den generaliserede mindste kvadraters esti-
mator, 5 = ming S, (ye — me (24, 8)) Q' (ye — my (24, 3)) en konsistent
estimator, som er efficient i klassen af PML estimatorer af (6), dvs. at QO ter
en optimal veegtmatrix. I dette tilfselde simplificerer variansudtrykket i (5)
6l V = [(1/T) $F, (9m:/05) Q" (9mi/08))] .

Anvender man almindelig ikke lineser mindste kvadraters metode til esti-
mation af 3 i (6) tages der ikke hensyn til mulig hetroskedasticitet. Man kan
dog stadig fa et konsistent estimat pa variansen ved hjzlp (5). I det linezere
tilfeelde hvor m (z;, 3) = x,3 er dette estimat, V, lig Whites Heteroskedasti-
cityConsistent Variance Estimator

De modeller, vi har behandlet, er alle parametriske, dvs. kun et endeligt
antal parametre er ukendte, #. En ukendt funktionsform eller fordeling kan
betragtes som en ukendt parameter ¢ af uendelig dimension og giver anled-
ning til enten en ikke parametrisk model Py eller en semiparametrisk model
Py, hvor kun 0 er af interesse.

Eksempler pa semiparametriske modeller er ikke linesere regressionsmo-
deller med ukendt regressionsfunktion eller fordeling og Eulerligninger (2),
hvor man ikke har specificeret hele fordelingen, men kun den betingede mid-
delveerdi.

Under visse betingelser er det muligt at finde en efficient semiparametrisk
estimator. Denne vil vaere mindst lige sa efficient som den darligste parame-
triske model, der omfatter den semiparametriske model. Givet at man kan
finde en konsistent estimator af V (g (wy,#)), vil en GMM estimator, som
bruger den inverse af denne varians som veaegtmatrix i (3), veere en efficient
semiparametrisk estimator.

Til at illustrere ideen i ikke-parametrisk estimation betragter vi et ek-
sempel, hvor den funktionelle form for en regressionsfunktion er ukendt. En
regressionsfunktion E (y|zo) kan beregnes som gennemsnittet af alle de y’er,
hvis tilhgrende veerdi af x er lig 5. Denne fremgangsmade er imidlertid ikke
brugbar i praksis, fordi der kun findes T" z-veerdier, hvorved F (y|zo) kun er
defineret for T' veerdier, og, hvis alle z’erne er forskellige, bliver hvert gen-
nemsnit beregnet udfra en observation. Tricket til at komme udenom dette
problem er at udregne den betingede middelvaerdi af y givet xq for y veerdier,
hvis tilhgrende x-veerdier er i en omegn af zy. For eksempel, regressionsfunk-
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tionen i xy udregnes som et vejet gennemsnit af alle y’erne, hvor veegten,
kaldet ksernen eller kernel, er en funktion som aftager med afstanden mel-
lem zy og den til y hgrende x. Et typisk eksempel pa en veegtfunktion er
den normale taethedsfunktion ¢, evalueret i [(z — z¢)/h], hvor parameteren
h, kaldet bandvidden eller bandwidth, regulerer koncentrationen af vaegten
omkring xy. Veerdien af h skal afbalanceres efter stikprgvens stgrrelse, idet
en stor veerdi af h giver stgrre bias, men mindre varians, og vice versa. Den
optimale veerdi af h bestemmes i praksis ved krydsvalidering, hvor man for
forskellige h estimerer regressionsfunktionen pa en delmaengde af stikprgven
og undersgger hvor godt den estimerede regressionsfunktion passer pa den
del af stikprgven, der ikke har vaeret anvendt til estimation.

2.4 Bedre approksimation: Bootstrap

Anvendelse af den asymptotiske teori giver egenskaberne af en estimator i
store stikprgver, men disse egenskaber gaelder ofte ikke i sma stikprgver. For
at forbedre normalfordelingsapproksimationen fra afsnit 2.1 kan man udlede
en hgjere-ordens Taylor approksimation, som kan anvendes til at korrigere
enten fordelingen eller estimatoren. Disse korrektioner kan vaere besvaerlige
at udlede og bruge, hvorimod en forholdsvis simpel, men computer intensiv
metode til at opna samme forbedring er bootstrapping. Monte Carlo resul-
tater tyder pa, at bade hgjere ordens approksimation og bootstrap virker for
selv sma T'. I dette afsnit gennemgar vi nogle eksempler pa anvendelse af
bootstrapping.

Bootstrapping kan illustreres med et eksempel pa beregning af et konfi-
densinterval for en middelveerdi. Lad F(x) veere populationens ukendte forde-
lingsfunktion for z, og m(F') middelveerdien af z. For at udregne m i praksis
er det ngdvendigt at have et estimat af F. Det naturlige valg er den empiriske
fordelingsfunktion givet som F (z) = 7 L{s;<a}, hvor hver af de T' observa-
tioner x; tilskrives sandsynligheden 1/T". 1 er indikatorfunktionen. Herefter

kan middelvzerdien udregnes som m(F'), som er lig med det ssedvanlige arti-
metiske gennemsnit, T = % > xy.

Et 95% symmetrisk konfidensinterval er defineret ved P (T —t < u < T + t)
= 0,95 eller udtrykt generelt i den netop introducerede notation

< {m(F)—t<m(p)<m(F)+t} ~ 0 95|F> = 0. Denne kaldes populationslignin-

gen, fordi den kraever kendskab til populationen, hvad vi ikke har. I stedet
skifter vi F' ud med F, og F med F*, en bootstrap fordeling, som define-
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res nedenfor. Vi kan nu opstille en ligning, som ikke krazever kendskab til
l{m(F*)—t*gm(ﬁ)gm(F*)+t*} —0,95/F ) = 0. Denne ligning
kaldes stikproveligningen og kan benyttes til at bestemme konfidensinterval-
let (T — t*,T + t*) . Habet er, at stikprgveligningen er en god approksimation
til populationsligningen. Dette kaldes the bootstrap principle og bestar altsa
af, at man forestiller sig, at stikprgven faktisk er populationen.

For en generel statistik, A (F), vil udledningen af fordelingen af h (F')
kreeve kendskab til populationen, men i stedet kan vi altsa approksimere
fordelingen af h (ﬁ) med bootstrapfordelingen, F* (h) .

populationen E7 <

Bootstrapfordelingen F* (h) udregnes ved, at man for ethvert muligt ud-
fald med T observationer trukket fra F beregner de tilhgrende vaerdier af h.
Hvis observationerne er uafhaengige, er der 77 mulige udfald og veerdier af
h. For eksempel, hvis T' = 2 er der 4 mulige udfald (x1, z1) , (z2,z2) , (21, x2)
og (zg, 1), hver med sandsynligheden 1/4. Bemerk at hvis rackkefglgen er
ligegyldig for veerdien af h, giver (z1,x2) og (x9,x1) samme veerdi af h, og
generelt er der (ZTT_ 1)mulige vaerdier af h. Derfor har bootstrapfordelingen
F*(h) for T = 2, tre massepunkter, de to med sandsynlighed 1/4 og det
tredie med 1/2. Fra F* (h) kan man beregne variansen, eller en hvilken som
helst statistik man matte gnske.

Med storre T er der s& mange mulige udtrack fra F (z) , at det ikke er prak-
tisk muligt at betragte samtlige udtraek. Man kan i stedet simulere F* (h)
ved at lave B bootstrap stikprgver x;, ¢« = 1,..., B, hver med 7' obser-
vationer. Hver bootstrap stikprgve laves som en simpel tilfeeldig stikprgve
med tilbageleegning fra F (z). For hver bootstrapstikprove beregnes h. Et
estimat pa bootstrap fordelingen F* (h) fas ved at tillaegge h; * sandsynlig-
heden 1/B. Dette svarer til en Monte Carlo simulation med den undtagelse,
at man bruger F (z) i stedet for F (z). Hvis h er en kompliceret funktion
kan bootstrapberegningerne kraeve en del computerkraft. Typisk er B = 200
tilstraekkelig.

Bootstrappen kan konstrueres saledes, at dens praecision for et givet T' er
af en hgjere orden end den, der opnas ved anvendelse af standard asymptotisk
teori. Praecisionen af bootstrap fordelingen F* afhsenger af h. Typisk er fejlen
af ordenen T /? som for standard asymptotisk teori, hvilket betyder, at
fejlen multipliceret med T oplgftet i en hvilkensomhelst eksponent mindre
end 1/2 gar mod 0. Bootstrapping er seerligt attraktivt i tilfeelde, hvor h
er asymptotisk pivotal, dvs. dens asymptotiske fordeling ikke afhsenger af
ukendte parametre. I disse tilfzelde er fejlen af mindre orden end 7 1/2, typisk
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I linezere regressionsmodeller er bootstrap fejlen helt ned til orden 72
ved udregning af to-sidede konfidensintervaller for haeldningskoefficienten.
Betragt den simple lineaere regressionsmodel y; = a+ (Gx; +u;, hvor u,’erne er
uafhaengige og identisk fordelte med ukendt fordelingsfunktion og varians o
Betragter vi den asymptotiske fordeling af OLS estimatoren 3, afheenger den
af 3 og 0. Betragter vi istedet den studentiserede statistik z = (B —08)/5s,
hvor ?7% er variansen af 3, afhaenger den asymptotiske fordeling, N (0,1),
ikke af ukendte parametre: z er asymptotisk pivotal. For at finde bootstrap
fordelingen af z benyttes bootstrap princippet, hvor stikproven betragtes som
populationen, hvorved § og o kan erstattes af stikprgveveerdierne (3 og o.

Fra stikprgven (y1, 1), ..., (yr, 1) beregner vi &, 3,63, 4 = [Uy, . .., Ur]
Der laves nu B bootstrap stikprgver. En bootstrap stikprgve dannes ved at
treekke T' residualer fra u. Hvert element @; har sandsynlighed 1/T for at
blive trukket, og der traekkes med tilbagelaegning. For hver bootstrap stik-
prove [uf, ..., u}] dannes yf = a+ Sz, +u;, t =1,...,T og pa sedvanlig vis

!/

beregnes mindste kvadraters estimaterne B* og 0. For hver bootstrap stik-
prgve beregnes 2} = (@: —B) /G55, 3 =1,..., B. Deresulterende B veerdier af
z* gives hver sandsynligheden 1/B, hvorved dens empiriske fordeling F* kan
udregnes. Lad 2.5% og 97.5% percentiler af F* vaere henholdsvis v~ og 7.
Herefter kan et 95% konfidensinterval udregnes som (ﬁ —opv—, B+ 5’5V+).

Den just beskrevne bootstrap metode kaldes en ikke-parametrisk boot-
strap, fordi man ikke antager at fordelinge af u tilhgrer en bestemt parame-
trisk familie af fordelinger, nar man laver bootstrapudtraekkene. Hvis man
kan antage, at fordelingen af v kommer fra en bestemt fordeling, kan man
forbedre bootstrappen. Hvis man for eksempel antager, at u; er N (0,0?),
traekkes u; fra N (0,82) . Dette er en parametrisk bootstrap. Bemsaerk, at
beregningerne i dette tilfzelde er sammenfaldende med en Monte Carlo simu-
lation, hvor de ukendte parametre fastseettes til de i stikprgven estimerede
veerdier.

Teststatistikker er typisk asymptotisk pivotale, hvorved bootstrap’en kan
benyttes succesfuldt til at finde en bedre approksimation af testets fordeling.
Derved er det muligt at veelge kritiske veerdier, saledes at sandsynligheden
for en type I fejl af testet er meget teettere pa det gnskede nominelle signifi-
kansniveau.
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2.5 Fremtidig udvikling i gkonometrisk teori

Udviklingen af en abstrakt, men generel asymptotisk teori har gjort det mu-
ligt at udlede approksimative fordelinger for komplicerede estimatorer og test
statistikker. Denne udvikling fortssetter imod mere praecise, hgjere ordens,
approksimationer. Nye teknikker til at udlede asymptotiske resultater bliver
ogsa udviklet. For eksempel har empirisk procesteori allerede givet resultater
som vanskeligt ville kunne blive udledt med de traditionelle teknikker.

Nye estimatorer bliver ogsa udviklet, herunder simulerede estimatorer, der
gor det muligt at estimere komplicerede modeller, som for eksempel bruges i
mikrogkonometri.

Vi har kun svagt bergrt emnet om test. Approksimative fordelinger for
test kan ofte udledes med de samme asymptotiske teknikker som beskrevet
i 2.1. For eksempel, asymptotisk er Wald, LR og LM testene x? fordelte,
hvorved deres asymptotiske egenskaber er ens. Testenes egenskaber i endelige
stikprgver udggr et aktivt forskningsomrade, idet asymptotisk teori ofte giver
en darlig approksimation. For eksempel viser det sig, at det meget brugte
Wald test, t-testet, har mange uheldige egenskaber og bgr undgas i tilfzelde,
der ligger udenfor den simple linesere model.

Til yderligere at belyse teorien for ekstremum estimatorer kan Amemiya
(1985), Gourioux og Monfort (1995) og Newey og McFadden (1994) anbefales.
En lettere og mindre teknisk behandling af emnet kan findes i McCabe og
Tremayne (1992), hvorimod Barndorff-Nielsen og Cox (1989) er svaerere og
mere henvendt til statistikere. Variansestimatorer er behandlet i Davidson
og MacKinnon (1984) og Wooldridge (1994). Et godt overblik over bootstrap
kan findes i Hall (1994), mens Hall (1992) giver en meget udfgrlig version.
Pseudo ML kan ogséa findes i Gourioux og Monfort (1995). Endelig har Héirdle
(1990) en god indfering i ikke-parametrisk estimation.

3 Mikrogkonometri

Igennem de seneste 20-25 ar er der sket en szerdeles kraftig vaekst i anvendel-
sen af mikrodata og i udviklingen og anvendelsen af gkonometriske metoder
til at studere mikrogkonomiske problemstillinger. Anvendelsesomraderne om-
fatter arbejdsmarkedsgkonomi, sundhedsgkonomi, befolkningsgkonomi, indu-
strigkonomi og mange andre omrader inden for anvendt gkonomi.
Baggrunden for denne udvikling har veeret et samspil af flere forskellige
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faktorer. Der er sket en eksplosion i datamaengderne, saledes at der i dag
findes meget store mikrodatasaet. Desuden har den teknologiske udvikling gi-
vet muligheder for at behandle og analysere meget store datamaengder med
komplicerede gkonometriske metoder. Endelig har der ogsa inden for gko-
nomisk teori vaeret stzerkere fokus pa det mikrogkonomiske fundament for
makrogkonomien, hvilket har inspireret til empiriske gkonomiske analyser af
mikrogkonomiske problemstillinger.

Pa en rackke punkter adskiller mikrogkonometri sig fra andre omrader
inden for gkonometrien. Mikrodata vil veere i form af individdata, enten som
cross-section data eller som paneldata, og sddanne data har nogle karakte-
ristiske traek, som vil afspejles i specifikationen af de mikrogkonometriske
modeller og de estimationsmetoder, der anvendes.

For det fgrste udviser data ofte en meget stor variation hovedsageligt pa
grund af individuel variation. Derfor skal modelspecifikationer typisk tillade
en meget hgj grad af variation. Det er saledes ikke ussedvanligt at se mi-
krogkonometriske analyser med en ’forklaringsgrad’ pa 5-10 %, og i mange
tilfeelde endda lavere, samtidig med at der er mange signifikante variable i
modellen. Dette tages der i en vis grad hgjde for via introduktion af uobser-
veret heterogenitet og malefejl i modellerne.

For det andet har data seedvanligvis, som fglge af den undersggte problem-
stilling, et eller flere karakteristiske track, som modellerne og estimationsme-
toderne er ngdt til eksplicit at tage hgjde for. Der kan veere tale om diskrete
data (deltagelse vs. ikke-deltagelse), censorerede data (forbrug), trunkerede
data (reservationslgn), grupperede data, varighedsdata, etc. Dette betyder
ogsa, at det "arsenal” af fordelingsantagelser, som anvendes, er meget bre-
dere end inden for andre omrader af gkonometrien.

For det tredje er der ofte langt hgjere grad af overensstemmelse mellem
den gkonomiske teoris begreber og mikrodata, hvilket ggr det muligt med
mikro-gkonometriske metoder at modellere restriktioner fra den gkonomiske
teori. Et centralt traek ved mange anvendelser af mikrogkonometri er den
teette sammenhaeng mellem gkonomisk teori og gkonometrisk praksis. Ofte er
det stokastiske element i modellerne en integreret del af savel den gkonomisk-
teoretiske model som den gkonometriske specifikation fremfor blot at veere
et fejlled, der tilfgjes modellen. Et af de mest abenlyse eksempler pa dette er
jobsggemodeller, se bl.a. Devine og Kiefer (1991) for en oversigt.

Endelig er mikrogkonometriske modeller i hgj grad ikke-linezere, selv om
de typisk vil indeholde et linesert element i form af 2’3, hvor x er en vektor af
regressorer, og 3 er en vektor af koefficienter. Dette betyder dels, at estima-
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tionsmetoderne kan vaere temmelig beregningsintensive, og dels at fortolkning
af resultaterne bliver mere kompliceret end i simple linesere modeller.

I det folgende vil vi gennemga tre forskellige typer af modeller, som il-
lustrerer nogle af de vigtigste omrader inden for mikrogkonometrien. Det
drejer sig om modeller for individuelle beslutninger, modeller for paneldata
og modeller for varighedsdata.

3.1 Modeller for individuelle beslutninger

De data, som analyseres i mikrogkonometri, stammer ofte fra observationer af
individuelle beslutninger. Der kan veaere tale om beslutninger, hvor der vaelges
mellem blot to alternativer, hvor der vaelges mellem n forskellige muligheder,
eller hvor valget vil vaere beskrevet ved en kontinuert variabel, der dog ofte
kan veere begraenset, f.eks. af nul som en nedre greense. Da data saledes
kun kan antage et endeligt antal diskrete veerdier eller pa anden made er
begraenset i de mulige veerdier, som de kan antage, taler man om limited
dependent variable eller om the econometrics of corners, kinks and holes, se
Pudney (1989).

Hvis den situation, som vi gnsker at modellere, kun indebarer et valg
mellem to alternativer, vil vi observere enten y; = 1 eller y; = 0. Er x;
en vektor, der indeholder de forklarende variable, som bestemmer y, kan vi
opskrive vores model som

P (y; = l]z;) = F () (7)

hvor F' er en fordelingsfunktion. Fordelingsfunktionen F' kan veelges, sa den
passer til den konkrete problemstilling, men blandt de mest anvendte speci-
fikationer er den logistiske fordelingsfunktion,

F (u) (8)
der anvendes i logit modellen, eller standardnormalfordelingens fordelings-

funktion . 1
F(u) = / e 3t 9)
—co /27

der anvendes i probit modellen.

Pa basis af specifikationen af F' kan log-likelihood funktionen opstilles, og
ML estimatoren for (# kan findes ved maksimering af denne. Da likelihoodlig-
ningerne er ikke-linesere vil en numerisk lgsning af disse veere ngdvendig for

eu

:1+e“
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at finde ML estimatet af 3. Estimatoren vil veere asymptotisk normalfordelt
og have de sadvanlige paene egenskaber for ML estimatorer, se afsnit 2.1.

Den gkonometriske model for et binaert valg kan ogsa udledes ud fra en
underliggende adfeerdsmodel, hvor individet maksimerer sin nytte i en situ-
ation med usikkerhed, der enten optraeder i form af stokastiske praeferencer
eller opstar som felge af optimeringsfe;jl.

I en situation, hvor der kan veelges mellem flere forskellige muligheder,
kan en multinomial udgave af logit eller probit modellen benyttes. For de
multinomiale modeller opstar der yderligere komplikationer som fglge af den
mulige korrelationsstruktur, der kan vaere i valget mellem de forskellige mu-
ligheder. Den multinomiale logit model er beregningsmaessigt simpel, men
implicerer uafhaengighed af irrelevante alternativer, hvilket i praksis kan vaere
en saerdeles restriktiv antagelse. Den multinomiale probit model tillader ge-
nerelle korrelationer mellem de enkelte alternativer, men til gengaeld involve-
rer beregningen af sandsynlighederne, og dermed log-likelihood funktionen,
udregning af flerdimensionale integraler over simultane normalfordelingstaet-
heder, hvilket kun er muligt for et forholdsvist begraenset antal alternativer.
Det er et problem, der ogsa er kendt som the curse of dimensionality. 1 ste-
det er det muligt at benytte mere generelle modeltyper som f.eks. modeller
med generalized extreme value fordelinger, der tillader en mere fleksibel kor-
relationsstruktur samtidig med, at maksimum likelihood estimation ikke er
beregningsmeessigt umuligt, se Pudney (1989) for naermere detaljer.

Andre udvidelser af den simple binaere model til situationer med flere valg-
muligheder omfatter savel modeller, hvor de enkelte muligheder er ordnede,
ordered logit eller probit, som modeller med en hierarkisk struktur blandt de
forskellige muligheder, nested logit eller probit.

Hvis den variabel, der skal modelleres, angiver et antal, dvs. y; kan antage
vaerdierne 0,1,2,. benyttes en sandsynlighedsmodel for en diskret stokastisk
variabel, der kun kan antage ikke-negative heltalsvaerdier, en sakaldt count
data model, se Winkelmann (1997). En simpel model for en sadan antalsvari-
abel er en Poisson regressionsmodel, hvor P (y; = k|z;) = ()\k / k!) exp (—A;)
med \; = exp (z}53) .

Poissonmodellen vil dog i en rackke situationer veere for restriktiv, idet
den implicerer, at den betingede middelveerdi og den betingede varians er
ens, E (yi|x;) = Var (yi|z;). Det er derfor ngdvendigt at benytte mere flek-
sible modeller, der tillader savel overdispersion som underdispersion, hvor det
forstnaevnte er hyppigst forekommende i praksis. Et eksempel pa en sadan
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mere fleksibel model er den negative binomialmodel, der kan udledes som den
marginale model fra en Poissonmodel, hvor der indfgres et gammafordelt sto-
kastisk led til at opfange yderligere uobserveret individvariation. Ogsa mere
generelle fordelinger kan benyttes til at specificere count data modeller.

En yderligere udvidelse af denne type model kan opnas ved at indfgre en
hurdle i modellen. Bade Poissonmodellen og de gvrige specifikationer, som
er naevnt ovenfor, antager, at observationer med 0 og observationer med et
positivt antal er genereret af den samme stokastiske proces. Et alternativ
til denne antagelse er at specificere en hurdle model, hvor de to stokastiske
processer for 0 og for positive antal tillades at vaere systematisk forskellige,
se f.eks. Mullahy (1986). Lad f; og fo veere sandsynlighedsfunktioner for
ikke-negative heltal. Lad f; bestemme hurdle delen, hvor det bestemmes, om
antallet skal vaere O eller positivt, altsa et binaert udfald, og lad f; bestemme
processen, hvis hurdlen passeres, strengt positive veerdier trunkeret ved O.
Sandsynlighedsfunktionen for denne model er givet ved

Py = Olz:) = fi(0]z:) (10)

1 — f1 (0lz:)
P (y; = k|x;) fa (K|z;) 1=, 0f:) E=1,2,...

Hurdle modellen tillader savel over- som underdispersion, og modellen
afviger fra f.eks. den negative binomialmodel ved at lade spredningen vaere
individ-specifik. Maksimum likelihood estimation af modellens parametre gg-
res nemmere af, at log-likelihood funktionen er additiv separabel i parame-
trene for f; og fs, saledes at ML estimater kan opnas ved at maksimere de
to dele separat. Efterfglgende kan det pa standardvis testes, om opdelingen
af modellen i de to dele er rimelig.

I andre sammenhaenge kan den individuelle beslutning veere beskrevet
ved en kontinuert variabel, der er begraenset i hvilke vaerdier, den kan an-
tage. Et eksempel pa dette er ved empiriske gkonomiske analyser af udgifter
til kgb af varige forbrugsgoder, hvor negative vaerdier ikke kan forekomme,
men hvor veerdien 0 meget ofte forekommer, svarende til at individet i den
undersggte periode ikke har kgbt varige forbrugsgoder. Observationer af 0
svarer til hjgrnelgsninger i den bagvedliggende gkonomiske model. Specifika-
tionen af modellen er

(11)

)

| 2B 4w hvis B+ u; >0
10 ellers
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Generelt skelner man mellem tilfselde, hvor data er censorerede, og til-
feelde hvor data er trunkerede. Hvis man ikke har nogen data, og i szerdeles-
hed heller ingen forklarende variable x;, for de observationer, der falder uden
for greensen, er der tale om trunkering. Hvis man derimod har kendskab til
de observationer, der falder uden for graensen, er der tale om censorering.
Her vil man altsa kende z;, men ikke veerdien af x}3 + wu;, nar dette udtryk
er mindre end eller lig med 0. Denne model gar under betegnelsen en Tobit
model. MLE af (3 vil veere konsistente, asymptotisk efficiente og asymptotisk
normalfordelte, hvorimod almindelige OLS estimater vil vaere biased uanset
om observationer af 0 inkluderes eller ej. I modeller med censorerede data kan
man ogsa indfgre en hurdle i lighed med modellerne for count data. Derved
vil man fa en separat bestemmelse af hvilke observationer, der er begraenset,
og hvilke veerdier de ucensorerede observationer antager. Dette vil ofte vaere
en mere passende model i en lang raekke anvendelser.

En af de umiddelbare udvidelser af disse modeller er til en model, hvor
man endogent skifter mellem to tilstande med hver sin specifikation. En sa-
dan endogeneous switching regression, ESR, model har f.eks. veeret brugt
til at analysere lgnligninger i den private og offentlige sektor. Modellen kan
formuleres som

ligning 1 y;; = 29,6, +uy (12)
ligning 2 yo; = 5,05 + ug;

selektionsligning I =,y + Yoy2i + 25,85 + us;

- { Y1 hUiS Iz* > 0

Yi y2i hvis IF <0

hvor selektionsligningen bestemmer, hvilken af de to grundlseggende lignin-
ger, man vil observere y fra. Da bade y;; og y»; indgar i selektionsligningen,
vil den observerede tilstand vaere endogent bestemt.

Neert beslaegtet med modeller for censorerede og trunkerede data er mo-
deller for sample selektion. Et ofte forekommende problem i empiriske gkono-
miske analyser er, at de observerede data ikke kan betragtes som en tilfaeldig
stikprgve fra den population, som man gnsker at undersgge. Hvis observa-
tionerne stammer fra beslutninger truffet af gkonomisk, rationelt handlende
individer, vil de observerede data som resultat af dette ofte veere praeget af en
systematisk sammenhaeng med de trufne beslutninger. Det klassiske eksem-
pel pa dette er kvinders arbejdsudbudsbeslutning, hvor der kun observeres
et udbud for de kvinder, som beslutter sig til at deltage i arbejdsstyrken.
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Hvis der ikke tages hensyn til en sadan sample selektion, som i dette eksem-
pel fremkommer ved selv-selektion, er det et velkendt gkonometrisk resultat,
at estimation af modellens parametre bliver inkonsistent. Dette skyldes, at
effekten fra de interessante parametre, som man gnsker at estimere, bliver
sammenblandet med effekter fra de parametre, der bestemmer om observatio-
nerne medtages i stikprgven. Der findes en meget omfattende gkonometrisk
litteratur om sample selektionsproblemer og deres lgsning. Med hensyn til
estimation er den altovervejende metode ML. Der eksisterer, specielt omkring
selektionsmodeller, nogle inefficiente to-trins estimationsmetoder, Heckmans
to-trins metode, se Heckman (1979), men disse er i dag stort set foraeldede
pa grund af udviklingen i computerkapacitet.

3.2 Modeller for paneldata

Paneldata eller longitudinale data fremkommer ved at fglge en bestemt stik-
prove af personer, virksomheder eller lign. over tid. Derved opnas gentagne
observationer pa hvert individ i stikprgven. Paneldata giver mulighed for at
udfgre empiriske gkonomiske analyser af forhold, som ikke kan analyseres med
konventionelle cross-section data eller tidsseriedata, se f.eks. Baltagi (1995),
og Matyds og Sevestre (1996) for oversigter over paneldata modeller. Den vig-
tigste fordel ved paneldata er, at de tillader, at der tages hgjde for uobserveret
individuel variation via individ-specifikke led i modellerne. De gkonometriske
metoder kan eliminere eller tage hgjde for disse individ-specifikke forskelle,
nar der er gentagne observationer. En simpel lineser model for paneldata er

Y =20+ +N+uy, i=1,...,N;t=1,...,T (13)

hvor «; er individ-specifikke led og A; er tidsspecifikke led.

En tilsvarende paneldata model for en situation, hvor der er tale om
en beslutning med et valg mellem to alternativer, kan veere P (y; =1) =
F(o;+a,08)fori=1,...,Nogt=1,...,T, hvor der her kun er medtaget
de individ-specifikke led «;. I lighed med forrige afsnit kan F' specificeres som
en logit, en probit eller en helt anden fordelingsfunktion.

Fundamentalt set kan de individ- og tidsspecifikke led a; og A; behandles
pa to forskellige mader: enten som faste parametre, fized effects, eller som
stokastiske variable, random effects. I den linesere paneldata model er der nu
veludviklede estimationsmetoder for begge tilfeelde. Hvis a;; og A; behandles
som faste parametre, svarer det til at indfgre passende dummyvariable. For at
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undga at estimere et meget stort antal parametre kan man dog transformere
data ved at tage afvigelser fra individuelle gennemsnit og tidsgennemsnittet,
hvorved «; og ) forsvinder, og § kan derefter estimeres ved mindste kvadra-
ters metode i en origoregression.

Hvis de specifikke led «; og A; behandles som stokastiske variable, far
modellen et fejlled sammensat af tre forskellige led (o + A¢ 4+ ui) og bliver
dermed en varianskomponentmodel. Her kraeves der forudsaetninger om ko-
variansstrukturen for fejlleddet og dets enkelte komponenter, fgr modellens
parametre kan estimeres.

Da det typisk er tilfaeldet, at N er meget stor, og T er lille, vil asympto-
tiske resultater for estimatorer i paneldata modeller nzesten altid kun veere
relevante, nar der ses pa N gaende mod uendelig for fast T'. Det interessante
er derfor at undersgge estimatorers asymptotiske egenskaber, nar antallet af
individer bliver stort men uden samtidigt at gge antallet af tidsperioder, hvor
individerne observeres.

Nar man bevaeger sig bort fra den simple linesere paneldata model, opstar
der imidlertid generelt estimationsproblemer pa grund af de ovennaevnte be-
tragtninger om asymptotiske resultater. Betragtes «; som fixed effects, vil der
kun veere et begraenset antal observationer (77) til at estimere hver a;. Dette
giver det velkendte incidental-parameter eller nuisance parameter problem,
hvor det er meningslgst at vurdere estimatorerne ud fra deres asymptotiske
egenskaber. Ofte vil det heller ikke vaere muligt at estimere 3 konsistent, hvis
«; betragtes som faste parametre.

Ogsa inden for dette omrade er der dog sket en kraftig udvikling af de
gkonometriske metoder. Saledes har Honoré (1992) udviklet metoder til at
estimere paneldata modeller med fixed effects for censorerede og trunkerede
data.

I lighed med modellerne for cross-section data kan sample selektion ogsa
udggre et problem i forbindelse med panel data modeller. Den meget om-
fattende gkonometriske litteratur omkring sample selektionsproblemet har
dog naesten udelukkende fokuseret pa cross-section tilfaeldet indtil nu. T et
ganske nyt bidrag betragter Kyriazidou (1997) dog problemet for paneldata
modeller, og hun foreslar en estimator, som er konsistent og asymptotisk nor-
malfordelt under tilstedevaerelse af bade individ-specifikke effekter og sample
selektion.

Da paneldata netop indeholder observationer til flere forskellige tidspunk-
ter, er det ogsa muligt at bruge modeller med dynamiske specifikationer.
Bortset fra den simple linesere model for paneldata er dette er dog et om-
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rade, hvor specifikation og estimationsmetoder er under stadig udvikling, se
f.eks. Honoré og Kyriazidou (1997). En omfattende dynamisk specifikation
bliver dog ogsa delvist forhindret af, at antallet af tidsperioder typisk er
lille. Her ligger sandsynligvis et af de store fremtidige udviklingsomrader for
paneldata modeller.

3.3 Modeller for varighedsdata

Et mikrogkonometrisk omrade, hvor der meget direkte arbejdes med dyna-
miske modeller, er varighedsanalyse. Dette er et af de omrader, hvor der er
sket den kraftigste udvikling, bade pa anvendelsessiden og med hensyn til den
gkonometriske teori. Det centrale spgrgsmal er her, hvor laenge opholdet i en
given tilstand varer, og hvilke faktorer der bestemmer denne varighed. Der
kan eksempelvis veere tale om varigheder af ledighedsperioder, varigheder af
strejker eller levetider for nystartede virksomheder. For visse af disse anven-
delsesomrader er der en meget steerk sammenhaeng med gkonomisk teori,
f.eks. baserer analyser af ledighedsperioder sig ofte pa sggeteori.

Lad den ikke-negative stokastiske variabel T" beskrive den tid, der gar,
indtil der sker et skift af tilstand. Lad den stokastiske variabel T have den
kontinuerte teethedsfunktion f(¢) og fordelingsfunktionen

F(t):P(T<t):/0tf(u)du (14)

Inden for varighedsanalyse specificeres fordelingen af den stokastiske va-
riabel T typisk ved hjalp af hazardfunktionen, der er givet ved

P(t<T <t+AtT >t) f()

h(t) = lim Al T1-F() (15)

som angiver raten, hvormed tilstanden forlades, betinget af at opholdet i til-
standen allerede har haft varigheden t. Hazardfunktionen er en anden made at
repraesentere fordelingen af T' pa, som har en mere naturlig fortolkning i for-
bindelse med varighedsdata, se Kiefer (1988) eller Lancaster (1990). Specielt
har varighedsafheengigheden af hazardfunktionen, dvs. fortegnet og stgrrelsen
af dh(t)/dt, veeret af stor interesse i gkonomiske sammenhaenge.

En ofte anvendt modelspecifikation i gkonometriske analyser er den pro-
portionale hazardmodel h (t|x) = A (t) 7y (x), hvor x er en vektor af forkla-
rende variable. Her specificeres funktionen af de forklarende variable typisk
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som 7y(z) = exp(2’3), mens der er mange muligheder for at vaelge en funk-
tionsform for baseline hazardfunktionen, A(t). Et sddant valg af en bestemt
funktionsform for A (¢) implicerer ogsa en bestemt statistisk fordeling for va-
righeden. Tidligere var der typisk tale om relativt simple parametriske spe-
cifikationer med én eller nogle fa parametre i funktionsformen, men der er i
de senere ar sket et skift over mod mere og mere fleksible parametriske spe-
cifikationer med mange parametre for at tillade stgrre fleksibilitet og semi-
parametriske specifikationer. Blandt de simple specifikationer kan naevnes
eksponential- og Weibullfordelingen, mens modeller med stykvis konstante
hazardfunktioner kan ggres meget fleksible ved at tillade mange intervaller,
mellem hvilke hazardfunktionen kan @zendre veerdi. En sddan specifikation
kraever imidlertid ogsa en stgrre stikprgve.

Ved at opstille sadanne statistiske modeller og estimere parametrene ved
maksimum likelihood metoden kan man inddrage en raekke af de specielle "fe-
atures’, som kendetegner varighedsdata og -modeller: censorerede varigheder,
tidsvarierende forklarende variable, uobserveret heterogenitet m.m.

Tilstedeveerelsen af uobserveret heterogenitet vil have som konsekvens,
at den estimerede hazardfunktion vil udvise en falsk varighedsafthaengighed
i negativ retning. De gvrige parameterestimater fra modellen kan ogsa blive
biased og inkonsistente. Uobserveret heterogenitet kan inkluderes i modellen
via en miztur fordeling, hvor der specificeres en fordeling for de stokastiske
variable, der benyttes til at modellere den uobserverede heterogenitet, hvor-
efter disse integreres ud for at fa den marginale fordeling af den observerede
varighed. Valget af fordeling for heterogenitetsleddet er sjeeldent muligt pa
baggrund af gkonomisk-teoretiske overvejelser. Ofte vaelges fordelingen ud fra
beregningsmaessige overvejelser omkring hvad der giver de mest bekvemme
udtryk. Til dette formal er gammafordelingen saerdeles velegnet. Der er dog
ogsa som alternativ til denne fremgangsmade foreslaet en ikke-parametrisk
modellering, se Heckman og Singer (1984), hvor heterogenitetsfordelingen
antages at vaere diskret med kun £ stgttepunkter med tilhgrende sandsynlig-
heder. Herved bliver mixtur fordelingen en sum over de k stgttepunkter, hvor
hvert led i summen vejes med sandsynligheden for det relevante stgttepunkt.
Savel antallet af stgttepunkter, deres veerdi og de tilhgrende sandsynligheder
kan estimeres ved ML metoden.

Denne ikke-parametriske metode for mixtur fordelinger har dog nogle
abenlyse svagheder, der har gjort, at den ikke har fundet udbredt anvendelse
i gkonometriske analyser. For det forste er den beregningsmaessigt kraevende,
og der kan forekomme multiple lokale maksimumspunkter. For det andet er
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den asymptotiske teori for denne estimator endnu ikke veludviklet, nar an-
tallet af stgttepunkter ikke kendes a priori. Det har derimod vist sig en lang
reekke analyser og Monte Carlo studier, at en meget fleksibel parametrisk
specifikation af modellen, i seerdeleshed af den betingede baseline hazardfunk-
tion, er tilstraekkeligt til at opna robuste estimater af modellens parametre
selv med uobserveret heterogenitet til stede.

Varighedsmodeller indeholder utallige muligheder for udvidelser: flere for-
skellige afslutningstilstande, competing risks modeller, korrelationer mellem
varigheder i forskellige tilstande, grupperede varighedsdata, modeller med an-
dre former for heterogenitet, tidsvarierende variable og effekter, o.s.v. Desu-
den er der stadig mange ulgste gkonometriske problemer for modeller for
varighedsdata, sa der sker til stadighed en udvikling af nye estimationsme-
toder og modeltyper. Som et enkelt eksempel pa dette kan naevnes, at ogsa
i varighedsmodeller er sample selektion et problem, der kan pavirke estima-
terne og som derfor bgr modelleres, se Ham og LaLonde (1996) og Rosholm
(1997) for empiriske anvendelser.

3.4 Fremtidig udvikling i mikrogkonometri

En af de ting, som det kan veere veerd at bemaerke i vurderingen af den frem-
tidige udvikling, er, at der tilsyneladende er en vis forsinkelse i den proces,
hvormed nye gkonometrisk-teoretiske udviklinger slar igennem i empiriske
gkonomiske analyser. Det er saledes ikke noget seersyn at se empiriske ana-
lyser, som ikke benytter de allernyeste mikrogkonometriske landvindinger.
Dette er dog et forhold, som den nye informationsteknologi kan vaere med
til at afhjeelpe med den lettere tilgeengelighed til savel litteratur som, ikke
mindst, software, der implementerer de nyeste metoder.

Man ma forvente, at udviklingen med en staerk integration af gkonomisk
teori og gkonometrisk metode vil fortsaette med forsteerket kraft, sa mikrog-
konometriske modeller vil tage eksplicit hensyn til bade adfserd, usikkerhed
og malefejl. Der er saledes allerede en rackke nye mikrogkonomiske analyser,
der tager direkte udgangspunkt i en gkonomisk-teoretisk model og estimerer
parametrene i strukturelle gkonomiske modeller. Dette drejer sig f.eks. om li-
gevaegtssggemodeller og om stokastiske dynamiske programmeringsmodeller
for beslutninger om pensionering, fertilitet, arbejdsudbud, etc. Disse modeller
giver ogsa i hgj grad mulighed for at analysere den dynamiske adfserd.

I relation til modelspecifikation og estimationsmetoder vil udviklingen
over mod mere fleksible funktionsformer, og dermed mere komplicerede funk-
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tionsformer, formodentlig ogsa fortsaette. Dette vil veere en konsekvens af, at
gkonomisk teori ofte kun er i stand til at give en meget sparsom vejledning
om den funktionelle form for sammenhaengen mellem de gkonomiske vari-
able, samtidig med at datamaengden vokser. I teet sammenhaeng med dette
vil semi-parametriske modeller og estimationsmetoder ogsa blive mere og
mere attraktive, og der ses allerede i den gkonometriske litteratur mange nye
bidrag inden for dette omrade, se Powell (1994) for en oversigt.

Endeligt er der ogsa et klart behov for bedre at kunne teste mikrogkono-
metriske modelspecifikationer. I et vist omfang hindres mulighederne for at
lave diagnostiske test af, at der sjeeldent er en simpel made at definere resi-
dualer pa, ligesom de alternativer, der kan testes imod, sjaeldent er abenlyse.
Der er dog allerede udviklet en lang raekke bade specifikke og generelle test
til brug i mikrogkonometriske modeller, og dette er et omrade, hvor der ogsa
ma forventes at komme nye bidrag fremover. Specielt er der behov for ogsa
at udbrede sddanne test til den mere anvendelsesorienterede del af mikrog-
konometrien.

4 Tidsseriegkonometri

I afsnittet om tidsseriegkonometri behandles forst analysen af ikke stationeere
tidsserier i form af integrerede og kointegrerede serier. Herefter gennemgas
modeller til analyse af common features og tilsidst ikke linesere modeller.

4.1 Analyse af ikke-stationsere tidsserier

Et af de mest markante bidrag i moderne tidsserie-gkonometri er analysen af
ikke-stationaere, specielt integrerede, tidsserier. I langt de fleste leerebogsfrem-
stillinger, ihvertfald fgr 1990’erne, antages det som udgangspunkt, at tidsse-
rier er stationaere, enten i den oprindelige form eller ved en transformation.
At en transformation er ngdvendig ses af, at mange skonomiske tidsserier
har en trendmaessig udvikling, hvorved spektret far en kraftig koncentration
af teethed omkring nulfrekvensen. Dette kaldes the typical spectral shape af
gkonomiske tidsserier, se Granger og Newbold (1986). I den univariate litte-
ratur har det derfor vaeret praksis, se Box og Jenkins (1970), at tage forste
differenser af tidsserierne et passende antal gange, indtil autokorrelations-
funktionen aftager hurtigt nok til, at man kan antage, at den transformerede
tidsserie er stationzer, og spektret derfor bliver mindre koncentreret omkring
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nul-frekvensen. Mere generelt kaldes en tidsserie integreret af orden d , 1(d),
nar den skal differentieres d gange for at have en stationzer og invertibel
ARMA repraesentation, og altsa kan skrives som

O(L)A%; = O(L)e, (16)

hvor ®(L) og ©(L) er polynomier i lagoperatoren, som opfylder de saedvanlige
stationaritets- og invertibilitetsbetingelser. Lagoperatoren er defineret ved
Ly; = y; 1, mens A = 1 — L er forste differensoperatoren. At differentiere
en tidsserie for den egentlige anvendelse indebeerer imidlertid, at man fjerner
langsigtsudviklingen.

Observationen, at mange makro-tidsserier synes integrerede, fik Granger
og Newbold (1974) til at foretage et interessant Monte Carlo forsgg. For
en given stikprgvestgrrelse genererede de uafhaengige ikke stationaere serier,
sakaldte random walks, jf. nedenfor, som de efterfolgende regresserede pa
hinanden. Et vigtigt resultat var, at et {-test pa et nominelt 5% niveau vil
forkaste hypotesen, at der ingen athaengighed er imellem serierne i betragte-
ligt mere end 5% af tilfzeldene. Granger og Newbold’s resultater blev senere
analyseret af Phillips (1986), som bl.a. viste, at den omtalte ¢t—statistik fak-
tisk vil g mod uendelig med stikprgvestgrrelsen. Selv for en stor stikprgve
vil man altsa konkludere, at der er en sammenhaeng mellem igvrigt uafhsen-
gige serier. Dette resultat har faet praedikatet spurious regression og advarer
mod ukritisk at regressere integrerede tidsserier i niveau pa hinanden. Fak-
tisk er det kun gyldigt at udfgre regression med I(1) processer, nar serierne er
kointegrerede; d.v.s. selvom de enkelte serier f.eks. er integrerede af ordenen
1, er en linearkombination af serierne integrerede af en lavere orden, d.v.s.
stationaere 1(0). Granger (1983) og Engle og Granger (1987) var de forste til
redeggre for egenskaberne ved kointegrerede systemer, og dette har affadt en
omfattende produktion af savel teoretiske som empiriske resultater i de senere
ar. Deres bidrag til tidsserie-gkonometrien har revolutioneret maden, hvorpa
gkonomiske hypoteser formuleres, og har desuden givet et statistisk rationale
for at specificere gkonometriske modeller, saledes at gkonomiske kort-sigts og
langt-sigts sammenhaenge kan separeres og blive givet en attraktiv fortolk-
ning i form af korrektion mod ligevaegtssammenhaenge.

Integration

For at lave gyldig inferens er det saledes uhyre vigtigt, at man er opmaerk-
som pa de enkelte tidsseriers stationaritetsegenskaber.
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Lad os fgrst ganske kort illustrere, hvorfor integrerede processer giver
inferens problemer sammenlignet med stationsere processer. Antag, at vi som
specialtilfzelde af (16) har en simpel autoregressiv, AR(1), proces givet ved

Y = ay_1 + & hvor |a| < 1, & ~ N(0,0%), yo = 0. (17)

En sddan proces har en skvivalent Moving Average repraesentation, der
kan skrives som y; = Z§:1 a'Je;, og den ubetingede varians er givet ved
Var(y;) = 0%/(1 — a?). Standard asymptotisk teori indebzerer, at ved estima-
tion af a i en regression af y; pa y;_; geelder resultatet

TY?(a — a) — N(0,1 — a?), (18)

hvor & er OLS estimatoren, og T er antallet af observationer. Det ses, at
for a = 1 vil ovenstaende udtryk ikke vaere veldefinerede, og desuden holder
standard asymptotisk teori ikke, da denne forudssetter stationaritet. Specielt
geelder normalitetsresultatet (18) ikke, se afsnit 2 ovenfor.

Antag i det folgende, at @ = 1, saledes at y; har en enhedsrod, unit
root, og dermed er integreret af orden en. Det indses nu fra (17), at y =
Yi_1 + &¢, d.v.s. y; folger en random walk, og serien derfor kan skrives som
Y = Z;-:l ¢;, hvilket benzevnes en stokastisk trend. Det er dette resultat, der
refereres til, nar der tales om integrerede tidsserier, d.v.s. serien er bestemt
som akkumulationen af alle fortidige st@d til processen. En random walk er ét
eksempel pa en integreret proces som (17) med o = 1 og et ikke autokorreleret
fejlled. Bemaerk at den sidste betingelse ikke er pakraevet, for at processen er
integreret.

Det bemszerkelsesveerdige ved en integreret proces er, at et stgd til pro-
cessen 1 fortiden vil have en evigtvarende, persistent, effekt pa niveauet af
serien. Dette er i kontrast til stationaere tidsserier, hvor et stgd i fortiden blot
har en temporaer effekt og altsa ikke har nogen asymptotisk indflydelse pa
niveauet af tidsserien. At serien er ikke-stationger indses ogsa af udtrykket for
den ubetingede varians, Var(y;) = ¢, der viser, at variansen for processen
vokser med tiden.

Et vigtigt resultat, som er grundlaget for al asymptotisk teori relateret til

integrerede processer, er at T /2y, = T 125 ¢; 2 B(r), r € [0, 1]hvor
B(r) er en Brownsk bevaegelse defineret pa enhedsintervallet [0, 1], se f.eks.
Phillips (1987a). Grundleeggende er en standard Brownsk bevaegelse, eller
Wiener proces, en random walk; blot defineret i kontinuert tid. Asympto-

tisk teori for regressionsmodeller med integrerede processer indebarer, at
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estimatorers og test-statistikkers graensefordelinger kan udtrykkes ved kom-
plicerede funktioner af Wiener processer, som kun i specialtilfaelde vil veere
identiske med Gaussiske fordelinger, se bl.a. Sims, Stock og Watson (1990).
Som et eksempel kan vi betragte den sakaldte Dickey-Fuller (DF) regression,
der er grundlaget for DF-testet for enhedsrgdder, se Dickey og Fuller(1979).
Regressionen, der blot er en omskrivning af (17), kan skrives som:

Ayt = (& - ]-)ytfl + /Z::t, (19)

hvor Ay, = y; — y;_1. t—testoren, dvs. forholdet mellem & — 1 og standardaf-

vigelsen pa a for hypotesen Hy : @ = 1 overfor H; : a < 1 har en asymptotisk

fordeling, givet at ¢; ikke udviser autokorrelation, der kan beskrives ved ud-
trykket:

A ifol B(r)dB

(Jo B*(r)dr)'/2

Denne fordeling, der ofte bensevnes DF-fordelingen, er en ikke-standard for-
deling og er tabuleret i f.eks. Fuller (1976), samt i de fleste nyere lserebg-
ger i tidsserie-gkonometri, se Banerjee, Dolado, Galbraith og Hendry (1993),
Davidson og McKinnon (1993), Hamilton (1994) og Hendry (1995).

DF-fordelingen er forskudt mod negative veerdier sammenlignet med nor-
malfordelingen. Det er klart, at for sma stikprgver vil hverken DF-fordelingen
eller normalfordelingen give en praecis beskrivelse af den eksakte fordeling.
Flere forfattere har saledes defineret en klasse af processer bensevnt nearly in-
tegrated processes, se f.eks. Phillips (1987b) og Haldrup og Hylleberg (1997).
Ideen er at specificere en lokal enhedsrod, o = exp(¢/T) ~ 1 + ¢/T, hvor
c er en konstant, der beskriver afvigelsen fra enhedsrodstilfaeldet. En sadan
proces er mean-reverting og selvom o — 1 for T' — oo, er det muligt at
udvikle en asymptotisk teori, der giver en forblgffende god beskrivelse af de
eksakte fordelinger i selv sma stikprgver. Hovedkonklusionen fra disse studier
er, at selvom man ikke har en eksakt enhedsrod, vil tidsserier af en typisk
lzengde med en hgj grad af positiv autokorrelation have egenskaber, der ligger
meget teet pa enhedsrodstilfeeldet. Det kan derfor veere endog meget vildle-
dende at benytte en normalfordelingsantagelse i sméa stikprgver, selvom de
underliggende tidsserier strengt taget ikke har en rod lig en. Fra en prag-
matisk synsvinkel er det saledes ikke spgrgsmalet, om en rod er lig med en
eller strengt mindre end en, der er det afggrende, men snarere om tidsserien
udviser en ’hgj grad’ af persistens. I endelige stikprgver er det simpelthen
ikke muligt at skelne imellem en enhedsrod og en near unit root.

(20)
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En lang rakke problemer knytter sig til udfgrelse af enhedsrodstest i
praksis, og det vil fgre for vidt at komme ind pa alle detaljer. Men det er
altggrende at tage hgjde for eventuel autokorrelation i ;. Hvis ¢; udviser
autokorrelation, vil fordelingen (20) ikke vaere korrekt. En forholdsvis simpel
made at korrigere for dette er at udvide regressionen (19) med et passende
antal lags af Ay, indtil det resulterende fejlled ikke udviser autokorrelation.
Dette test bensevnes ofte det udvidede Dickey-Fuller test. Det er imidlertid
en sveer balancegang at finde en passende trunkering af den autoregressive
model, idet styrken af DF-testet bliver kraftigt reduceret, hvis for mange
lagkoefficienter inkluderes, mens stgrrelsen af testet, type I fejlen, bliver for
stor, hvis for fa lagkoefficienter er medtaget, saledes at fejlleddet stadig er
autokorreleret. Der findes ogsa ikke-parametriske metoder i literaturen til at
imgdekomme dette problem, se f.eks. Phillips (1987a) og Phillips og Perron
(1988).

Et andet og ikke uvaesentligt problem er betydningen af deterministiske
komponenter i modellen, se West (1988), Hylleberg og Mizon (1989), Haldrup
og Hylleberg (1995, 1997), samt Haldrup (1996). Hvis alternativet til en
enhedsrod er trend-stationaritet, d.v.s. tidsserien kan skrives som stationaere
afvigelser fra en lineaer trend, skal man inkludere bade konstant og trend i
regressionsmodellen (19).

Der er i litteraturen udviklet mange andre test for enhedsrgdder, og det
vil fgre for vidt at komme ind pé disse.Men det er interessant at bemaerke,
at selvom styrken i forvejen ikke er alt for imponerende, vil DF-klassen af
test for normal fordelte fejlled have en styrke der ligger rimelig taet pa ”the
power envelope”, der angiver den hgjest opnaelige styrke i den pagaeldende
situation, se Elliott, Rothenberg og Stock(1996).

Andre former for ikke-stationaritet end de ovenfor skitserede er fulgt i
kolvandet af DF-testene. F.eks. udvikler Hasza og Fuller (1979) og Hald-
rup (1994) test for I(2). Processer integrerede af ordenen 2 synes specielt
at karakterisere mange nominelle tidsserier, prisserier samt beholdningsva-
riable. Dickey, Hasza og Fuller (1984) samt Hylleberg, Engle, Granger og
Yoo (1990) har udviklet test for enhedsrgdder ved saesonfrekvenserne for
kvartalsdata. Ikke-stationaritet ved ssesonfrekvenserne forekommer typisk,
hvis saesonvariationen i data har et irreguleert forlgb, der sendrer sig over
tiden. En sadan udvidelse er ogsa motiveret af Box-Jenkins traditionen,
hvor et hyppigt anvendt filter til at ggre en serie stationaer er af typen
Ay, = 1 — L% hvor L er lag-operatoren. Et sadant filter kan dekompone-
res som Ay = (1—L)(1+ L+ L?+ L?) = (1— L)(1+ L)(1+ L?) og indebaerer
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altsa 4 rodder med modulus 1: en ved nul-frekvensen, en for den halvarlig cy-
klus, samt to komplekse par for den helarlige cyklus. I overensstemmelse med
Dickey-Fuller testene kan man med udgangspunkt i en sadan dekomponering
specificere en hjaelperegression, hvor nul og saesonfrekvenserne kan isoleres,
saledes at rédderne ved de enkelte frekvenser kan testes for at have modulus
en. Hypoteseprgvning i en sadan model er som for DF-testenes vedkommende
ikke-standard, og mange af de praktiske problemer, som karakteriserer DF
testene, er ogsa relevante for test ved saesonfrekvenserne.

Kointegration

Linearkombinationer af I(1) processer er normalt selv integrerede af or-
denen 1, men hvis det viser sig, at nogle af de stokastiske trends er felles,
sa vil visse linearkombinationer af serierne veere integrerede af lavere or-
den, d.v.s. I(0). Nar dette er tilfzeldet, er der tale om kointegration. Fra et
estimations- og inferenssynspunkt er kointegration ngdvendigt for at undga
spurious regression. Ofte tolkes kointegrationssammenhaenge som ligevaegts-
relationer mellem gkonomiske variable. Mange gkonomiske teorier forudsiger,
hvorledes sadanne sammenhange matte eksistere, givet at de underliggende
variable har integrerede forlgb. Men dette udelukker naturligvis ikke, at sam-
menhaenge kan eksistere bade imellem stationeere og ikke-stationaere variable.
Som et eksempel pa en simpel gkonomisk model, antag at den lange rente
R; er bestemt som den tilbagediskonterede veerdi af forventede fremtidige
korte renter 1,0 = 1,..,00 : By = 0(1 — 6) X%, 8'Eyryii. 6 er diskonte-
ringsfaktoren og 6 er en proportionalitetsfaktor. Relationen kan omskrives
til Ry — Ory = 052°, 6'EyAr,y;. Hvis det antages, at bade R; og r; er I(1)
processer, vil AR, og Ar; veere 1(0) og linearkombinationen R; — 6r; vil
veere 1(0). R; og r; er altsd kointegrerede. Bemaerk, at R; og r; ogsa kunne
vaere henholdsvis en aktiekurs- og en dividendeserie, se afsnit 5 om finansiel
gkonometri.

Engle og Granger (1987) foreslar, at et test for kointegration kan konstru-
eres ved at udfgre regression af variablene pa hinanden for efterfglgende ved
enhedsrodstest at afggre om residualerne er 1(0), kointegration, eller I(1),
ej kointegration. Denne tilgang bensevnes Engle-Granger 2-trins-metoden.
Metoden synes dog efterhanden at veere foraeldet og har kun sin gyldig-
hed i seerlige tilfeelde. I praktiske anvendelser synes det at vaere en generel
tendens at benytte den sakaldte Johansen Maximum Likelihood procedure,
se Johansen (1988, 1991, 1995a), omend et utal af andre parametriske og
ikke-parametriske teknikker er, og til stadighed bliver, udviklet. ’Johansen-
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metoden’ har en lange rackke attraktive statistiske egenskaber og har desuden
en intuitivt forstaelig fortolkning.

Udgangspunktet for analysen er at specificere en k’te ordens VAR model
for vektor-tidsserien X;, der har dimensionen p x 1. Pa fejlkorrektionsform
kan modellen skrives

k
AXt = HXt_l + Z FjAXt_j + Vg. (21)

=1

Der forudsaettes normalfordelte fejlled, v, ~ N(0,€2). I praksis skal man sa-
ledes sikre, at VAR modellens trunkering, k, er valgt saledes, at de enkelte
fejlled er velspecificerede, specielt er ikke serielt korrelerede, og at norma-
litetsantagelsen igvrigt er opfyldt. I praksis kan det veere et problem at k
(og p) méa veelges relativt lille af hensyn til stikprgvens stgrrelse. Rangen af
matricen II, der er af dimensionen p x p, er bestemmende for de p variables
kointegrationsegenskaber. Er rangen p, ma alle serier veere stationaere, og er
rangen 0, eksisterer der ingen kointegrationssammenhgeng, mens en rang, r
mellem 0 og p indebeerer, at der eksisterer r kointegrationsammenheenge.

Det sidste tilfzelde er det mest interessante; r kointegrationsrelationer er
et udtryk for, at der blandt de p variable eksisterer r stationeere ligevaegtsrela-
tioner. I et I(1) system med r sdadanne sammenhaenge fplger det, at antallet af
feelles stokastiske trends er givet ved p—r. I dette tilfzelde kan VAR-modellen
i (21) reparameteriseres som

k
AX;=aof X1+ Z IAX 5+ vy, (22)

=1

hvor « og [ er matricer af dimensionen p x r. De r sgjler i 3 er kointegra-
tionsvektorerne og leddet ' X; ; er de r fejlkorrektionsled. Tilpasningen i
variablene AX; finder sted via matricen a. Fra en gkonomisk synsvinkel er
det som oftest kointegrationsvektorerne (3, der er interessante, men det kan
ogsa have interessere at vurdere, om elementer i o matricen er nul, saledes
at der ikke finder tilpasning sted i de relevante variable i respons til sidste
periodes afvigelser fra ligevaegt malt ved 4’ X;_;. Imidlertid er det et praktisk
problem, at IT = /3’, men ikke a og 3 matricerne er identificerede; kun rum-
mene udspeendt af sgjlerne i a og [ er identificeret, se Johansen og Juselius
(1994). For at kunne tolke pa de enkelte parametre er det derfor ngdvendigt
at paleegge identificerende restriktioner pa « og (3. Sddanne restriktioner ma
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findes ved hjalp af gkonomisk teoretiske overvejelser, men selve den tekniske
palaeggelse er ikke noget problem i eksisterende software programmer sasom
PcGive 9.0, se Hendry og Doornik (1996) og CATS in RATS, se Hansen og
Juselius (1994).

I praksis udfgres kointegrationsanalyse ved fgrst at bestemme kointegra-
tionsrangen r for II = af’. Dette ggres ved en teknik kaldet kanonisk kor-
relationsanalyse. De kanoniske korrelationskoefficienter mellem AX; og X;_;
er blot de simple korrelationskoefficienter mellem linearkombinationer af ele-
menterne i AX; og X; 1, saledes at den fgrste kanoniske korrelationskoeffi-
cient er den stgrste simple korrelationskoefficient, der kan findes, mens den
anden kanoniske korrelationskoefficient er den naeststorste o.s.v. Da de kva-
drerede kanoniske korrelationer svarer til egenveerdierne af matricen II, og
da rangen af en matrix er lig med antallet af egenvaerdier forskellig fra nul,
er rangen lig med antallet af kanoniske korrelationskefficienter forskellig fra
nul. Da (21) ogsa indeholder laggede veerdier af AX;, m& man dog, forinden
disse beregninger foretages, betinge pa disse laggede veerdier. Dette sker ved,
at savel AX; som X;_; regresseres pa de laggede veerdier af AX; , hvorefter
AX; og X;_1 1 beregningerne af de kanoniske korrelationer, erstattes af de
respektive residualer fra disse regressioner.

De test, som Johansen (1988, 1991) har foreslaet, folger multivariate ver-
sioner af Dickey-Fuller fordelingen og er derfor ikke-standard fordelinger.
Egenvektorerne associerede med de r stgrste egenveerdier udspaender en ba-
sis for det r-dimensionale kointegrationsrum og estimeres med den super-
konsistente rate O,(T'), mod O,(T'/?) for stationzere modeller. Et interes-
sant og saerdeles nyttigt resultat er, at nar veerdien af r er blevet bestemt,
vil efterfglgende test kunne udfgres som Likelihood-Ratio test, der alle er
x?—fordelte med et antal frihedsgrader lig antallet af overidentificerende re-
striktioner. Ud fra kendskab til antallet af kointegrationssammenhaenge kan
man altsa betinge herpa og lave seedvanlig standard inferens.

Det duale problem til kointegrationsanalyse er analyse af de falles stoka-
stiske trends, der driver systemet. De stokastiske trends kan anskueligggres
pa folgende made. Den multivariate Wold representation for et kointegreret
system er bestemt som AX; = C(L)e;, hvor C(L) er et p dimensionelt matrix
polynomium i lagoperatoren L. I niveau kan X; skrives som

t

i=1

hvor Y; er en stationaer 1(0) proces, mens C' = (3, (¢/,T'8,) 'd/,, hvor ' =
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1 —Z?Zl I';. ’ L’ indikerer det ortogonale komplement af den relevante matrix,
saledes at f.eks. oy har dimensionen px (p—r) og opfylder o/, & = 0. De feelles
stokastiske trends er givet som o/, 3>¢_, ; og har dimensionen (p —r) x 1.

Til forskel fra kointegrationssammenhaengene er de stokastiske trends af-
heengig af det anvendte variabelsaet, saledes at saettet af stokastiske trends
zendres, hvis man f.eks tilfgjer en ny variabel til modellen, mens de kointe-
grationssammenhaenge, der er fundet i det oprindelige system, ikke sendres
ved en sadan tilfgjelse.

Identifikation af de feelles stokastiske trends kan have gkonomisk relevans,
idet disse er de grundlaeggende faktorer for de gvrige variables udvikling over
tid. De stokastiske trends har bl.a. betydning for identifikation af business
cycles, se King, Plosser, Stock og Watson (1991) og kan benyttes til fast-
laeggelse af de faktorer, der driver forskellige sektorer af gkonomien, se f.eks.
Juselius (1994, 1996). Undertiden kan det have interesse at identificere stoka-
stiske trends som linearkombinationer af de grundleeggende variable, se Gon-
zalo og Granger (1995), Granger og Haldrup (1997) samt Johansen (1997).
I visse tilfeelde er saidanne fortolkninger knyttet teet sammen med begrebet
svag eksogenitet, der er en betingelse for at kunne lave efficient inferens om
parametrene i en betinget model, se Engle, Hendry og Richard (1983). In-
denfor rammerne af den kointegrerede VAR model betyder svag exogenitet
m.h.t. langt-sigts parametrene (3, at bestemte raekker i tilpasningsmatricen
a er lig nul, saledes at kointegrationsrelationerne ikke indgar i ligningerne
for de eksogene variable. En eksogen variabel vil derfor kunne fortolkes som
vaerende blandt de stokastiske trends, der driver systemet.

Der kan foretages mange udvidelser af ovenstaende grundmodel. Bidra-
gene hertil er mange i litteraturen og er under stadig udvikling. F.eks. kompli-
ceres analysen betragteligt ved at tillade deterministiske led i modellen (22),
se Johansen (1994). Et stort antal artikler fokuserer pa forskellige aspekter
ved kointegrerede VAR modeller for I(2) variable, se bl.a. Johansen (1995b).
Haldrup (1998) giver en nylig oversigt over disse bidrag. Endelig bgr det
nzevnes, motiveret af enkeltligningsanalysen for saesonkointegrerede syste-
mer i Hylleberg, Engle, Granger og Yoo (1990), at teorien for VAR modeller
for saeson-kointegrerede variable nu er udviklet, se Johansen og Schaumburg
(1997), omend empiriske anvendelser endnu mangler i litteraturen.
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4.2 Common features

Kointegration kan tolkes som en feelles egenskab, co-feature, for en vektor
af integrerede tidsserier. Egenskaben, featuren, er, at de enkelte tidsserier er
ikke-stationeere, og altsa er karakteriseret ved at have en stokastisk trend, se
(23). Co-featuren er, at bestemte linearkombinationer af serierne ikke indehol-
der stokastiske trends, saledes at nogle af de stokastiske trends for serierne er
feelles. Kointegration er ét eksempel pa en common feature, men generelt kan
man naturligvis definere mange forskellige former for features, der potentielt
kan veere feelles for tidsserieprocesser. Engle og Kozicki (1993) samt Vahid
og Engle (1993) har foretaget en sddan generalisering af kointegrationsbegre-
bet. Af eksempler pa features kan naevnes seriekorrelation og konjunkturcyk-
ler, seesonvariation, heteroscedasticitet, f.eks. autoregressivt betinget hetero-
scedasticitet, ARCH, excess-kurtosis, forskellige former for ikke-lineariteter,
strukturelle skift m.v. Grundleeggende identificeres en feature ved at teste
nul-hypotesen at ingen feature er tilstede for de enkelte serier, mens en co-
feature indikeres ved et test, der finder, at linearkombinationer af variablene
ikke har egenskaben.

Der findes efterhanden en del anvendelser af co-feature begrebet pa for-
skellige typer af problemstillinger i literaturen. Som et eksempel vil vi her
illustrere ideen for tidsserier med feelles stokastiske cykliske og deterministi-
ske saeson features, se Engle og Hylleberg (1996).

I praksis star man ofte overfor problemet, at mere end blot én egenskab
karakteriserer tidsserier, og det kan derfor om muligt veere af interessere at
analysere hver egenskab i en faelles modelramme. T det aktuelle tilfaelde kan
det derfor have interesse at specifiere en model, der bade tillader ssesonva-
riation samt stokastiske trends. Et naturligt udgangspunkt er derfor VAR
modellen (22), udvidet med variablen z;, der indeholder deterministiske sze-
sonled, f.eks. i form af saeson-dummy variable:

k
AXt = Oéﬂ/Xt_l + Z FjAXt_j + (I)Zt —+ vy (24)
j=1

Leddet 3’ X;_; indeholder de r fejlkorrektionsled, de laggede A X, er beskriver
stokastisk saeson og anden cyklisk variation, mens z; beskriver deterministisk
bestemt saesonvariation. X; er af dimensionen p x 1, mens z; er m x 1. D.v.s.

at a, 3,1'; og ® har dimensionerne p x r, p X r, p X p, og p X m.
Man siger, at en deterministisk saeson feature vil veere tilstede for en vari-
abel i X, hvis elementer i den relevante raekke i ®—matricen er forskellig fra
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nul. En deterministisk saeson co-feature eksisterer, nar linearkombinationer
ikke har egenskaben. I sa tilfzelde eksisterer der en p X s matrix 6, saledes at
8'® = 0. Rangen af ® mé i dette tilfeelde veere lig ¢ =min{p — s, m}, hvilket
indebaerer at ®—matricen kan skrives som et produkt af to matricer & = 1/,
hvor v og n er p X ¢ og m X q. Som for kointegrationsanalyse indeholder ran-
gen af ® information om antallet af co-features. I praksis er man interesseret
i det ortogonale komplement til v saledes at 7',y = 0 og derfor 7/, ® = 0,
jf. ligning (24). Matricen v, har dimensionen p X (p — q), hvorfor antallet af
deterministiske saeson co-features er p — q.

Som ved bestemmelse af kointegrationsrangen sker rangbestemmelsen ved
kanonisk korrelationsanalyse; i dette tilfaelde mellem AX; og z; efter at kor-
rektion for betydningen af 3'X,;_;, og laggede veerdier af AX,; er foretaget.
Tiao og Tsay (1989) har udviklet den statistiske teori for en sddan analyse.
De kanoniske korrelationer kan findes som beskrevet ovenfor ved gennemgan-
gen af kointegrationanalysen. De mindste kanoniske korrelationer, der er kva-
dratet pa de mindste egenvaerdier, indikerer tilstedeveerelsen af co-features,
mens egenvektorerne svarende til de stgrste egenvaerdier angiver netop de li-
nearkombinationer af AX;, der har den maksimale deterministiske seesonva-
riation.

Analyse af stokastisk sseson co-features og common cycle features kan
foretages pa en helt analog made. Rang betingelserne, der skal vaere opfyldt
i dette tilfeelde, er bestemt ud fra AI'; = 0 for j =1, .., k, og Ao = 0, hvor A
er w X p. Nulrummet for I'; og o har dimensionen w og er altsa udspeendt af
de samme vektorer. D.v.s. at nar (24) ganges igennem med A forsvinder de
forste to led i VAR modellen, saledes at modellen reduceres til

AAXt = Aq)Zt + AEt, (25)

og featuren dermed forsvinder. Kanonisk korrelationsanalyse kan ogsa anven-
des pa denne problemstilling.

4.3 Ikke-linesere modeller

De fleste standard teknikker til analyse af gkonomiske tidsserier tager ud-
gangspunkt i linesere modeller. I langt de fleste tilfzelde synes en sadan be-
skrivelse at vaere ganske velegnet, selvom der naturligvis er tale om en fgrste
ordens approksimation til en langt mere kompliceret og muligvis ikke-lineser
interaktion mellem gkonomiske tidsserier. I ikke-lineser tidsserieanalyse er
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det imidlertid fa bidrag, der har faet en gennemslagskraft pa hgjde med de
tidsseriebidrag, der er gennemgaet ovenfor. Et af problemerne er, at ikke-
lineariteter kan tage et utal af forskellige former, og det er meget sjaldent,
at man med hjalp fra gkonomisk teori kan reducere denne mangfoldighed af
mulige modeller. Der bliver saledes nemt tale om et kaplgb for at producere
fleksible funktionelle former med et godt ’fit’, men som erfaringsmaessigt er
aldeles uegnede til f.eks. forudsigelser.

Der findes mange typer af test for ikke-linearitet i litteraturen, se Gran-
ger og Terisvirta (1993) og Tong (1990) for oversigter. Grundlaeggende kan
linearitets-test inddeles i to hoved-kategorier: test med et ikke-specificeret
alternativ og test formuleret overfor et specifikt alternativ. Det velkendte
RESET test, der kan tolkes som et LM test, er et eksempel fra den fgrste
kategori af test. Ofte formuleres den sidste type af test ogsd som LM test,
hvilket er seerdeles nyttigt, idet estimation af modellen under alternativet
ikke er ngdvendigt samtidig med, at man vinder styrke overfor det konkrete
alternativ. Dog besvaerligggres udfgrelse af LM test ofte af, at modellen under
nul-hypotesen er uidentificeret, og estimation derfor ikke kan foretages. Da
sadanne test ogsa har styrke overfor mange andre former for ikke-linearitet,
er forkastelse af nulhypotesen naturligvis ikke ensbetydende med accept af
alternativhypotesen. I praksis vanskeligggr dette valget af specification, nar
der findes flere konkurrerende ikke-linesere modeller. Et ikke-klassisk test, der
er blevet seerdeles populeert til detektion af ikke-linearitet, er det sakaldte
BDS test, se Brock, Dechert, og Scheinkman (1987). Specielt til analyse af
lange finansielle tidsserier har testet veeret anvendt til at papege, at ikke-
lineariteter findes i data. I det hele taget synes mange empiriske studier at
pege i retningen af, at ikke-linearitet er en empirisk regularitet for de fleste
gkonomiske tidsserier, selvom formen af denne ikke er velspecificeret.

De fleste teoretiske bidrag i litteraturen har fokuseret pa univariate mo-
deller, men for gkonomer er multivariate modeller generelt af langt stgrre
interesse. Det er imidlertid sveert at bevaege sig fra generelle univariate mo-
deller til multivariate systemer. En mulig tilgang er at definere ikke-linesere
features for univariate tidsserier og sgge efter mulige ikke-linezere co-features,
jf. diskussionen ovenfor og Anderson og Vahid (1998). Som eksempler pa
ikke-linesere multivariate modeller, der faktisk er blevet analyseret i empi-
riske studier, kan naevnes: Generelle ikke-lineszre autoregressive modeller,
smooth transition autoregressive modeller, bilinesere modeller samt random
coefficient modeller, se Granger og Teriisvirta (1993) for en oversigt og naer-
mere beskrivelse af disse typer af modeller. Der findes endvidere eksempler
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pa ikke-lineaere fejlkorrektionsmodeller, hvor man specielt har forsggt at mo-
dellere asymmetrisk tilpasning som reaktion pa ligevaegtsfejl i kointegrerede
systemer, se Ericsson, Hendry og Prestwich (1997), Granger og Lee (1989)
og Granger og Haldrup (1997).

I naturvidenskaberne, har der veeret megen debat om kaotiske processer.
Kaos-processer er rent deterministiske processer, der har egenskaber, som
gor dem sveere at skelne fra stokastiske processer. Der har veeret forsgg pa at
overveje en sadan mulighed ogsa for gkonomiske tidsserier, specielt finansielle
tidsserier, der normalt er meget lange sammenlignet med makrogkonomiske
tidsserier. Empiriske studier synes dog ikke at kunne finde tegn pa ’kaotiske
tilstande’. Der kan veere mange forklaringer pa dette, men et af de vaesent-
ligste problemer er, at gkonomiske tidsserier indeholder et ikke ubetydeligt
'stgj’-element, f.eks. i form af malefejl, som besvaerligggr empirisk testning.

Et af de bidrag indenfor ikke-lineser tidsseriemodellering, der har stimule-
ret forskningen empirisk savel som teoretisk, er de sakaldte Markov switching
regime modeller. Strukturelle skift modelleres traditionelt som veerende de-
terministisk bestemte. Alternativt kan man forestille sig, at regime-skift fgl-
ger en stokastisk proces: Hvis den underliggende proces har sendret sig i
fortiden, hvorfor skulle den sa ikke kunne aendre sig i fremtiden 7 Dette for-
hold bgr der naturligvis tages hgjde for, f.eks. i forbindelse med forecasting.
Dette er ideen bag Hamilton’s (1989) switching regime modeller. Hamilton
antog, at gkonomien kan befinde sig i to forskellige regimer, hgjkonjunktur
eller lavkonjunktur, og at skiftet mellem disse er forarsaget af uobserverbare
(latente) faktorer modelleret som en Markov-kaede. I en two-state Markov
kaede, hvor tilstanden s; kan antage veerdierne 1 eller 2, er det saledes af in-
teresse at estimere transitionssandsynlighederne P{s;, = j|s;_1 = i} = p;; for
i,7 = 1,2, hvor p;; angiver sandsynlighederne for at bevaege sig mellem de
forskellige tilstande betinget pa tilstanden i sidste periode. Det vil naturligvis
gaelde, at p;; + pio = 1 for i = 1,2. Modellen, som Hamilton analyserede for
BNP, y;, er af formen

Ye—tbs, = &1 (Y1~ s, ) Oo(Ye2— s, )+ O3(Ye3—thg, o)+ Pa(Ys—a—pis, ,)tes

hvor &; ~ i.i.d.N (0, 0?). Modellens parametre {u,;, ;, pij, o>} ,i,7 = 1,2 kan
estimeres ved Maximum Likelihood metoden. Af saerlig interesse er at kunne
bestemme sandsynligheden for at befinde sig i den ene eller den anden tilstand
for hvert tidspunkt ¢ samt den forventede varighed af de enkelte tilstande,
1/(1—p;;). Den grundleeggende Markov switching model kan udvides i mange
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hensender. Mange multivariate generaliseringer findes allerede i litteraturen
og f.eks. kan man tillade flere end to tilstande i Markov-kseden, der driver
regime skiftene. Eventuelt kan man lade antallet af tilstande N veere en
stgrrelse, der skal estimeres, ligesom de enkelte tilstande i Markov processen
kan athaenge af de basale gkonomiske variable.

4.4 Fremtidig udvikling i tidsseriegkonometri

Teorien for repraesentation, estimation og test for integrerede og kointegrerede
tidsserier synes efterhanden at veere udviklet, men man vil dog stadig se
udvidelser i nogle retninger i de kommende ar. Specielt forventes det, at
analyse og identifikation af de fzelles stokastiske trends, der driver gkonomien,
vil fa en gget interesse.

Common-feature begrebet har potentielt mange anvendelsesmuligheder.
Der findes an lang rackke forskellige situationer, hvor dette begreb har sin
relevans, og udvikling af nye estimations- og testprocedurer til analyse af
forskellige features vil blive udviklet. Common features litteraturen er endnu
ikke feerdigudviklet, og der vil utvivlsomt i de kommende ar blive foreslaet
nye estimations- og testprocedurer til analyse af mange forskellige former
for features, der potentielt karakteriserer gkonomiske tidsserier. Der synes
ligeledes at vaere et behov for udvikling af teori til repraesentation, paramete-
risation samt dekomposition af common feature modeller. Ligeledes vil man
se et voksende antal empiriske anvendelser af denne teknik.

Med hensyn til ikke-lineser tidsraekkeanalyse vil man formentlig se en
stigning i udviklingen af teoretiske resultater, og forhabentlig vil disse bi-
drag veere af en form som vil veere anvendelig for praktisk empirisk ar-
bejde. Hamilton’s markov-swtiching modeller har givet én metode til ud-
viklingen af ikke-linezere modeller med store anvendelsesmaessige muligheder.
Denne model er saledes under stadige udvidelser med hensyn til specifikation,
forecasting, misspecifikationstest m.v. og de kommende ar vil utvivlsomt give
mange nye bidrag der vil forbedre vores forstaelse for sammenhaenge i gko-
nomier under stadig forandring.Det kunne veere nyttigt, om tilsvarende nye

teoretiske landvindinger ville kunne hjaelpe os til en bedre forstaelse af de
ikke-linesere sammenhaenge i gkonomiske tidsserier.
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5 Finansiel gkonometri

Finansiering som akademisk disciplin begyndte for alvor at udvikle sig ef-
ter publiceringen af Modigliani og Millers (1958) artikel—paradoksalt nok
den artikel der demonstrerede finansieringens irrelevans! Feltet fik yderligere
skub fremad med fremkomsten af prisfastseettelsesmodeller for aktier i tres-
serne, for optioner i halvfjerdserne, og for obligationer i firserne. I dag har
finansiering indtaget sin plads som et centralt omrade i gkonomi.

Finansiel gkonometri har udviklet sig hand i hand med teorien, idet de
tidlige modeller mere eller mindre har haft regressionsformat, selv i den teo-
retiske formulering, mens de nyeste modeller er szerdeles komplekse og kraever
brug af sofistikerede gkonometriske metoder.

I det fglgende diskuteres de gkonometriske problemstillinger i modeller for
aktier, obligationer, optioner og volatilitet. Endelig opridses visse sandsynlige
fremtidige trends.

5.1 Aktier

I en vis forstand er aktien den simpleste type aktiv i finansiering. Der er
ingen bestemt udlgbsdato eller lignende. Aktiens prisfastsaettelse er dog til-
svarende vanskelig, da potentielt alt, hvad der foregar i virksomheden, skal
tages i betragtning.

Statiske modeller

Lad os betragte et marked med N aktier og en risikofri obligation med
rente ;. Investor antages at vaere risikoavers, hvor risiko males ved variansen
pa portefgljeafkastet. Hvis investor vaelger portefsljevaegte, sa risikoen mini-
meres under den bibetingelse at det forventede afkast mindst er pa et vist
reservationsniveau, ry, er fgrsteordensbetingelsen givet ved

Ky —Tf = /Bi(/‘Lp —ry), (26)

hvor p,, er det forventede portefgljeafkast, p;,i = 1,2,..., N er det forventede
afkast pa den i’te aktie og (3, angiver regressionskoefficienterne for de enkelte
aktieafkast pa portefgljeafkastet. Altsa, aktieafkastet, malt som en preemie
over renten, er direkte proportionalt med aktiens 3-veerdi, (3;, og proportiona-
litetskonstanten eller risikoprisen er den tilsvarende praemie for portefgljen.
Dette resultat skyldes Markowitz (1959).
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I ligevaegt mé (26) holde for markedsportefgljen bestaende af alle udesta-
ende aktiver. Dette er Capital Asset Pricing Modellen, CAPM, se Sharpe
(1964).

Den samme restriktion mellem forventet afkast og risiko kan fas ved blot
at appellere til fraveer af arbitragemuligheder. Dette er Ross’ (1976) Arbitrage
Pricing Theory, APT. Den holder tillige for multiple faktorer, nemlig hvis
enkeltaktivernes afkast r1,...,ry genereres af faelles faktorer fi,..., fx i en
lineser faktormodel, hvor APT restriktionen har formen

K
My =T = Zﬁij)‘j (27)
j=1

for passende risikopriser \;. Her er 3,; regressionskoefficienten i regressionen
af r; pa f;. Hvis f; svarer til afkastet pa en handlet portefolje er \; = E(f;) —
Ty.

Vi har allerede set, at ‘beta’ er en regressionskoefficient, sa mulige esti-
mationsmetoder ligger lige for. Data vil typisk veere afkast for mange aktier
og mange tidsperioder, dvs. paneldata af formen (711, ...,7n1,...,7NT), hvor
N er antal aktier og T" antal perioder.

Der skal nu foretages en raekke valg. For det forste, er ‘faktorerne’, regres-
sorerne, observerede eller uobserverede? Det simpleste tilfzelde er, at man har
data (rp1, ..., 7yr) pd markedsportefpljen, hvorved mikrogkonometrien fra af-
snit 3 kan anvendes. Imidlertid er det sveert at sige, hvor mange aktiver man
i praksis skal lade indga her, og teorien holder kun hvis man medtager alle,
hvilket er umuligt—dette er Rolls (1977) kritik. I stedet kan man betragte
faktorerne som uobserverbare og bruge faktoranalyse, se Chen, Roll og Ross
(1986) eller en mere generel LISREL-model til at estimere ‘beta’, se afsnit 6.

For det andet, skal man bruge en et-trins eller en to-trins procedure? I
en to-trins procedure estimerer man forst alle [3,, f.eks. ved regression over
tid for hver enkelt aktie, eller ved faktor analyse. Dernaest regresserer man
gennemsnitlige, over tid, afkast 7; pa de estimerede veerdier for (3, for at
bestemme risikoprisen. I en et-trins procedure palaegges teorirestriktionen,
CAPM eller APT, fra starten, dvs. ‘beta’ og risikoprisen estimeres samtidig,.

For det tredje skal man afggre, om faktorerne svarer til handlede aktiver,
og for det fjerde skal man afggre, om der findes et risikofrit aktiv, som i
fremstillingen ovenfor, ellers ma r estimeres.

Et-trins proceduren ses at vaere en fuld-informations procedure og kan
dermed forventes at veere mere efficient end to-trins proceduren. Under gan-
ske bestemte betingelser viser Shanken (1992), at to-trins proceduren kan
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veere ligesé efficient som et-trins proceduren, men Christensens (1994) resul-
tat er, at sa snart man tillader uobserverbare faktorer, jf. Rolls kritik, er kun
et-trins proceduren fuldt efficient.

Det ses, at den teoretiske restriktion i det tilfaelde, hvor der eksisterer en
risikofri rente, er, at konstantleddet i regressionen er nul for hvert aktie. Med
data pa bade de enkelte aktier og pa markedsportefgljen er modellen uden
restriktionen et SURE system, Seemingly Unrelated Regressions Equations,
men da regressorerne er de samme, konstantleddet og markedsportefsljen, i
alle ligninger, kan systemet estimeres ligning for ligning. Herefter kan testet
for, om alle konstantled er nul udfgres som et Wald test. Under en normal-
fordelingsantagelse fglger testet en eksakt F-fordeling under nulhypotesen,
og en ikke-central F'-fordeling under alternativet, at konstantleddet ikke er
nul, hvorved styrkefunktionen kan beregnes eksakt. Dette approach skyldes
Gibbons, Ross og Shanken (1989). Generelt er testet et asymptotisk y*-test.

Dynamiske Modeller

Lad os betragte en repraesentativ agent, der maximerer sin forventede
diskonterede nytte over en uendelig tidshorisont.

De stokastiske Euler ligninger, se Lucas (1978) og afsnit 2 ovenfor, er

u'(cry1)
' (ct)
Igen er r;; afkastraten til tid ¢ pa det i’te aktiv. Endvidere har investor sub-
jektiv tidspraeferenceparameter eller diskonteringsfaktor ¢ og marginalnytte
u', ¢; er forbruget, og F; indikerer den betingede middelveerdi, givet al infor-
mation til og med periode t. Modellen betegnes ofte som den intertemporale
CAPM (ICAPM) og generaliserer Halls (1978) forbrugsmodel.
Under en mere generel ikke-arbitrage antagelse gaelder tilsvarende, at
m
B (14 7)) = 1, (29)

t

SE,(

(1 + Tz',t-}-l)) =1. (28)

hvor m; er en positiv stokastisk proces. Nar (29) er opfyldt, kaldes m; en
tilstandsprisdeflator, men den kendes ogsa som priskernen eller taetheden for
martingalmalet, og Euler ligningerne er specialtilfeldet m; = 6'u'(c;). De
foregdende statiske modeller, CAPM og APT, fremkommer ligeledes som
specialtilfzelde af denne generelle specifikation.

Hansen og Singleton (1982) viser, hvordan man kan bruge Hansens (1982)
Generalized Method of Moments, GMM, se afsnit 2, til at teste Euler lignin-
gerne uden at specificere fordelingen af diverse stokastiske stgrrelser som
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forbruget og afkastraterne. Man behgver kun at estimere praeferencepara-
metrene, dvs. 6 og evt. ukendte parametre i nyttefunktionen. Her benyttes
almindeligvis en specifikation med konstant relativ risikoaversion, v, som
u(c) = (¢!77—=1)/(1—+). Herved tager Eulerligningerne for hver enkelt aktie
formen (2). Dette har den yderligere fordel, at forbruget kun indgar gen-
nem vaekstraten ¢ /¢, nemlig som my 1 /my = 6(ci/ci1)7, si stationaritet
er lettere at verificere. Det ses fra I’Hospitals regel at logaritmisk nytte er
specialtilfaeldet v = 1. Hermed tager modellen formen

Ei(9(741,0)) =0, (30)

hvor @11 = (F1441, - -, "N t+1,Ct/Cey1) er data og § = (6,7y) parametervekto-
ren.

Det ses, at gi+1 = g (z141,0) er et risikojusteret afkast, som er ortogonalt
til al information til og med tid ¢. Specielt fas E; (g:+19:) = 0, hvorved man
ved hjeelp af ssetningen om itererede middelveerdier far, at F (g:+19:) = 0, dvs.
de risikojusterede afkast er serielt ukorrelerede, og det er denne implikation
af modellen, der testes.

Hvis aktiekursen fglger en random walk, er afkastene serielt ukorrelerede
og dermed uforudsigelige udfra deres egen fortid. Undertiden opfattes ran-
dom walk tests for, om autokorrelationsfunktionen for afkastene er nul, som
tests for markedsefficiens. Det folger imidlertid fra Eulerligningen, at med ri-
sikoaversion, v > 0, er det g; og ikke afkastene selv, der er serielt ukorrelerede
under efficiens.

Hvis z; er en vektor af instrumentvariable, som er kendt til tid ¢, kan vi
som i afsnit 2 gange z; pa hvert element i g;,1 og herved fa en udvidet vektor
h¢y1. Ved hjeelp af itererede middelveerdier fas Fih; 1 = 0. Dermed er ogséa
h; serielt ukorreleret, og bruger vi itererede middelvaerdier endnu en gang,
fas Ehyyn = E (Eihiyq) = 0, altsd by har middelveerdi nul.

GMM estimatet for 6 vaelges, sa stikprovegennemsnittet h af h,’erne er
nul, dvs. modelrestriktionen er opfyldt. Hvis h; har flere elementer end 0,
minimeres normen af 7 med hensyn til  som i (3), med Sy givet ved iden-
titetsmatricen. Herefter indsaettes estimatet 6 i hy, og variansen V af h kan
estimeres som stikprgvevariansen af h;’erne, delt med antallet af tidsperio-
der. Den efficiente GMM estimator fas ved atter at minimere normen af h, nu
med veaegtmatrix Sy = V=, Eulerligningerne, d.v.s. hypotesen om marked-
sefficiens, testes ved at betragte den minimerede veerdi som en aymptotisk
x2-storrelse med antal frihedsgrader lig forskellen mellem dimensionen af h
og 6.
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Bemaerk, at det er simpelt at estimere V, fordi modellen siger, at h; er
serielt ukorreleret. Hvis man er usikker pa dette, kan man korrigere V' for
seriel korrelation som i Newey og West (1987). Her bgr man dog huske, at
det netop er nulhypotesen om, at h;’erne er ukorrelerede, man tester.

Paradigmer og Paradokser

Lad os skrive afkastraten som 7; ;41 = (pi 41 +di 41 —Pit)/Pis, hvor p star
for pris og d for dividende. I disse simple ligevaegtsmodeller (28) er forbruget
lig med summen af dividenderne, ¢; = >;d;;. Det er veerd at bemaerke,
hvad der sker i det risikoneutrale tilfaelde, hvor v = 0, hvis NV = 1, dvs. at
der kun er et aktiv. Hvis dividenden er konstant fas at p, = d;/p, hvor p
er tidspreeferenceraten, dvs. 6 = 1/(1 + p). En stokastisk version af denne
proportionalitet gaelder i tilfseldet, hvor dividenderne er stokastiske og har en
enhedsrod. I dette tilfaelde har prisen ogsa en enhedsrod, men de to processer

er kointegrerede, idet
d
P = ;t + (31)

hvor w; er stationger, Campbell og Shiller (1987). Saledes kan hele begrebsap-
paratet fra den ikke-stationaere tidsrackkeanalyse nu bringes i sving, se afsnit
4.

For mere generelle nyttefunktioner anvendes i stedet de tidligere be-
skrevne metoder, GMM eller ML, se afsnit 2 om gkonometrisk teori. I praksis
viser det sig, at den estimerede vaerdi af v ofte er ekstremt hgj, f.eks. 20 eller
30, nar de betragtede aktiver indeholder bade aktier og obligationer. Der er
imidlertid ikke mange, der tror pa, at repraesentative investorer i virkelighe-
den udviser sa stor grad af risikoaversion. Dette paradoks kaldet the equity
premium puzzle, se Mehra og Prescott (1985), skyldes, at aktier historisk set
har haft langt hgjere gennemsnitligt afkast end obligationer, og dette kan
kun forklares i ligeveegt, hvis investorerne kraever en stor praemie for at ac-
ceptere den ggede risiko forbundet med aktieinvestering. Nar nyttefunktion
er additiv over tid, er bade den relative risikoaversion og den intertemporale
substitutionselasticitet lig v. Ved at bruge en mere generel nyttefunktion, der
ikke er separabel i tid, forklarer Epstein og Zin (1989) en del af, men ikke
hele, dette paradoks.

Et relateret paradoks, the excess volatility puzzle, se Shiller, (1981), er, at
priserne har langt hgjere stikprgvevariation over tid end dividenderne, selv ef-
ter at man kontrollerer for den forskel, som f.eks. proportionalitetskonstanten
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p1i(31) og tilsvarende teoretiske forklaringer i tilfaeldet med risikoaversion
kan give. Dette paradoks er dog heller ikke endeligt lgst.

Kontinuert tid

Udover de statiske modeller og de dynamiske modeller i diskret tid anven-
des i finansiering dynamiske modeller i kontinuert tid. Aktiekursen S; antages
her at folge den stokastiske differentialligning

dSt = ,utdt + JthVt s (32)

hvor p, er driften, o, volatiliteten til tid ¢, og dW; er sendringerne i en Wie-
nerprocess eller Brownsk bevaegelse W;, en random walk i kontinuert tid, dvs.
til forskellige tidspunkter giver dWW; uathsengige normalfordelte stgd. Hvis der
ikke var nogen stokastik var aktiekursen simpelthen lgsningen til den saed-
vanlige differentialligning dS/dt = p,. Nar stokastikken indfgres, er der tillige
stgjleddet o,dW; i kurssendringen.

Hvis man yderligere specificerer, at driften og volatiliteten tager formen
W, = pS; og oy = oS, med konstante koefficienter i og o, fas

dsS;

—— = pdt + odW, . (33)
St

Pa venstresiden har vi afkastraten. Det ses, at p angiver middelafkastet, og
o? variansen pé afkastet. Denne model for S; kaldes en geometrisk Brownsk
bevaegelse og er en vigtig grundmodel i finansiering i kontinuert tid. Den er
et eksempel pa en diffusionsmodel. Generelt siges S; at veere en diffusion,
hvis u, og o, kun er, evt. tidsafhaengige, funktioner af Sy, men ikke af andre
stokastiske faktorer eller tidligere kurser.

Geometrisk Brownsk bevaegelse er i en vis forstand den kontinuerte model,
der passer bedst med de diskrete modeller CAPM og APT, idet modellerne
har det til feelles, at middelafkastet og varianses ikke afhsenger af kursni-
veauet. En CAPM i kontinuert tid er udledt af Merton (1973a).

Estimation og inferens er naturligvis altid baseret pa diskrete observa-
tioner Si,59,...,Syr. Man kan derfor spgrge, hvorfor modellen overhovedet
formuleres i kontinuert tid, nar den alligevel skal diskretiseres i den empiri-
ske analyse. Normalt kan man jo fa stort set de samme egenskaber frem i
diskret og kontinuert tid i videnskabelige modeller, dvs. man har frit valg i
modelleringsfasen. Specielt i finansiering geelder det dog, at teorien faktisk er
noget anderledes i kontinuert tid. Hvis kurserne til et givet fremtidigt tids-
punkt fglger en kontinuert fordeling, er der uendeligt mange mulige udfald.
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Med endeligt mange (N) handlede aktiver er der altsé ikke et komplet saet af
Arrow-Debreu aktiver. Hvis modellen formuleres i diskret tid, betyder dette,
at flere forskellige priskerner kan forklare de givne priser her og nu. Hvis et
nyt aktiv skal introduceres, vil dets pris athaenge af, hvilken af disse prisker-
ner man valger, men man har ikke nogen basis for at veelge en fremfor en
anden. Man kommer udover dette problem i kontinuert tid, idet markedet
selv med endeligt mange handlede aktiver under visse betingelser er dyna-
misk komplet, dvs. ved at handle aktiverne i kontinuert tid kan man effektivt
generere et komplet marked. Hermed er priskernen entydigt fastlagt.

For en geometrisk Brownsk bevaegelse (33) er maximum likelihood esti-
materne for middelafkastet og variansen

1 2 1 N2
=5 rogs == (rn—j) (34)
Ti= Ti=
hvor r; = log S; — log S;_1 er den kontinuerte afkastrate.

Modellen forudseetter, at afkastene er serielt ukorrelerede, hvilket kan te-
stes pa saedvanlig vis. Alternativt kan man, se Lo og MacKinlay (1988), ud-
nytte at variansen pé afkastet log S; — log S;_» over 2 perioder er 202 under
Hy. Et variance-ratio test af random-walk hypotesen kan derfor udformes
som 73/ (282) , hvor G5 er baseret pa 2-periode afkastene. Vi ved dog fra
Eulerligningen, at dette kun er et test for markedsefficiens under risikoneu-
tralitet.

Naturligvis studerer man ogsa i kontinuert tid modeller, hvor afkastene
ikke er ukorrelerede. En populaer generaliseret model er

For v = 1 er dette en geometrisk Brownsk bevaegelse, mens v < 1 svarer
til at afkastenes volatilitet 0S; ' stiger voldsomt néar kursen gar mod nul.
En sadan niveaueffekt, introduceret af Black (1976), kan skyldes gget risiko
i forbindelse med en truende fallit. En approksimerende diskret model er

St — St—l = ,USt—l + O-S;);let . (36)

Hvis man f.eks. lader ¢; veere identisk uafhsengig standard normalfordelt,
svarende til dWW;, kan man opstille simple estimations- og inferensprocedu-
rer. En mulighed er at isolere residualet €; i (36) og minimere summen af
de kvadrerede residualer. Denne metode leder dog ikke til en korrekt ML
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procedure i overensstemmelse med den kontinuerte model, men kan vaere en
nyttig tilgang i praksis.

En anden generalisering er at tillade spring i processen, men det leder til
vanskelige estimationsproblemer.

5.2 Obligationer og rentestruktur

Lad os for nemheds skyld betragte statsobligationer, dvs. at vi antager, at
alle betalinger falder med sikkerhed.

For den teoretiske modellering er det ogsa bekvemt at indfgre nulkupo-
nobligationer. Lad p(t,T’) veere prisen til tid ¢ pa en obligation, der betaler
1 kr. til tid 7', hvor T' > ¢. Prisen pa en kuponbarende obligation er da givet
ved

T
P = chp(tu 8) ’ (37)
s=t
hvor C, angiver kuponer og andre betalinger. En prisfastseettelsesteori for
nulkuponobligationer er dermed tilstrackkelig.

Afkastet fra t til T pa den nulkuponobligation, der udlgber til tid 7', er

netop 1/p(t,T"), s& med en priskerne m; som i (29) fas

) - (38)

mr

t,T) = E/(—
p(t.T) = B
Dermed svarer analysen af priskerner til analysen af rentestrukturen til tid ¢
givet ved nulkuponpriserne p(t,T), for alle T' > ¢, eller, ackvivalent, ved alle
de tilsvarende spotrenter eller forwardrenter. I kontinuert tid har vi sammen-
haengen

T
p(t7T) — e_(T_t)"'t,T — eift ft,sds ’ (39)

hvor r, 5 og f;s er spot- og forwardrenten svarende til udlgbsdato s.
Enten p, r eller f skal modelleres. Heath, Jarrow og Morton (1992) (HJM)
specificerer
dfyr = a(t,T)dt + o(t,T)dW, (40)

og udleder arbitragebetingelsen
T
o, T) = o(t, TYA(E) + / o(t, s)'ds) . (41)
t

For mange formal, specielt prisfastsaettelse af afledte aktiver, kan man seette
risikoprisen A lig nul, og i dette tilfaelde ses det at forwardrenteprocessen er
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fuldsteendig specificeret ved volatiliteten. Det simpleste eksempel er Ho og
Lee (1986) modellen, hvor o er af dimension 1 og konstant.

I stedet for direkte at modellere hele forwardrentekurvens udvikling kan
man blot modellere den korte rente s; = 7., og sa fa resten af rentestrukturen
med vha. sammenhangen

p(t,T) = EQe~Ji sudu (42)

Her tages middelvaerdien med hensyn til et passende sandsynlighedsmal @,
der i modszetning til ovenfor gor p(t, T')/ exp( fy s,du) til en martingal, mens
man i (38) har, at det er p (¢,7") m, der er en martingal.

Det mest kendte eksempel pa en kort-rente model er Cox, Ingersoll og
Ross (1985) (CIR) modellen

ds, = k(0 — s,)dt + o\/5:dW, . (43)

Det ses, at i CIR modellen er variansen proportional med renten, og processen
udviser mean-reversion med hastighed x mod langsigtsniveauet 6.

Man ser ofte figurer, der viser rentestrukturen pa en given dag. Sadanne
rentestrukturer bruges af banker og andre finansielle institutioner til pris-
fastsaettelse, hedging m.m.. Figurerne er baseret pa bestemte funktionelle
former, f.eks. Nelson og Siegels (1987) (NS) model for forwardrenten f;r =
01 + 027931 4+ 94(T — t)e 93TV, Parametervektoren 0 = (61, 0,,03,0,)
reestimeres hver dag. Her er metoden at bruge udtrykket for f som funktion
af 0 til at skrive nulkuponpriserne i (39) som funktion af 6, og derefter som
i (37) at skrive alle de observerede (ofte kuponbzerende) obligationer som
funktioner af nulkuponerne og dermed 6. Nu estimeres parameteren i den
ikke-lineaere regression P, = P;(0) + ¢;, hvor P;(0) er de resulterende funk-
tioner, og P; er de observerede priser den givne dag, dvs. der er tale om en
tvaersnitsanalyse.

Den saledes estimerede rentestruktur kan bruges som begyndelsesbetin-
gelse i en dynamisk model af HJM typen (40-41) for rentestrukturens frem-
tidige udvikling. Dette danner grundlag for prisfastseettelse og hedging af
afledte aktiver. Et spgrgsmal her er, om den antagne funktionelle form i
tveersnitsanalysen, f.eks. NS, er konsistent med den dynamiske model, man
derefter anvender. Spgrgsmalet er vigtigt, fordi den dynamiske analyse al-
tid kraever en initialrentekurve og dermed en forudgaende tvaersnitsanalyse.
Bjork, Christensen og Gombani (1998) udleder ngdvendige og tilstrackkelige
betingelser for en sadan konsistens. Resultaterne viser blandt andet, at de
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populzere NS og Ho-Lee modeller, for tveersnits- hhv. dynamisk analyse, er
inkonsistente med hinanden.

Hvis man hver dag i stedet for at fitte en NS-kurve veelger at fitte de tre
parametre i CIR modellen (43) ud fra det tilsvarende udtryk for nulkupon-
priserne, fas varierende parametre fra dag til dag, og dette er naturligvis i
klar modstrid med den antagne dynamiske, CIR, model. Metoden kan dog
anvendes som en diagnostic pa CIR modellen, og det blev fgrst gjort af Brown
og Dybvig (1986).

Alternativt kan man fokusere udelukkende pa data for den korte rente, i
princippet s;, og udfgre almindelig tidsrackkeanalyse, se afsnit 4 om tidsraek-
kegkonometri. En populaer model er

ds; = k(0 — s)dt + os] dW; | (44)

hvor specialtilfaeldet v = 1/2 er CIR-modellen. Den diskretiserede version
eller sakaldte Euler-approksimation til denne model er

St+1 — St = K (0 - St) + Et+1 (45)

hvor Eie?,, = o?s;’. Chan, Karolyi, Longstaff og Sanders (1992) (CKLS)
estimerer modellen v.h.a. GMM, idet de lgser (45) med hensyn til €1 og
specificerer momentbetingelserne ud fra g;,;, = (5t+1,53 1 02837). Som
i afsnit 2 ganges instrumenterne z; = (1, s;) pa hvert element i g;,,. Her-
ved fas en udvidet vektor h; og dermed momentbetingelser Eh; = 0 for de 4
parametre, dvs. modellen er eksakt identificeret, men der er ingen overidenti-
ficerende betingelser at teste. Konsistens kraever, at samplefrekvensen vokser
ubegraenset, idet Fuler-approksimationen ikke er eksakt. Man kan dog ikke
bruge maximum likelihood, da likelihoodfunktionen for modellen i kontinuert
tid er ukendt.

Nar flere samtidige renter svarende til forskellige lgbetider medtages, er
der lagt op til en flerdimensional tidsraekkeanalyse. Det kan f.eks. undersgges,
om korte og lange renter er kointegrerede, se afsnit 4 om tidsrackkegkonome-
tri.

5.3 Optioner

En option er tilknyttet et bestemt underliggende aktiv og giver en ret, men
ikke en pligt, til at handle det underliggende aktiv til en pris og pa et tids-
punkt, der er forudbestemt i kontrakten. En call option er en ret til at kgbe,
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og en put option en ret til at seelge det underliggende aktiv, som kan veere en
aktie, en obligation, eller lignende. Med en priskerne m; som i (29) er prisen
til tid £ pa en call option skrevet pa en aktie, der har kurs St pa udlgbsdatoen
T > t, altsa givet ved C' = E; (Tn—f max { Sy — K,O}) .

Black og Scholes (1973) og Merton (1973b) antager, at aktiekursen fglger
en geometrisk Brownsk bevagelse (33), og bruger et arbitrageargument til at
udlede et specialtilfaelde af denne optionsprisformel, kendt som Black-Scholes
formlen,

C(S,t,T,K,rs,0) = S®(2) —e T I K®(z —o/T —t),  (46)

hvor @ er standard normalfordelingen og z = (log(S;/K) + (T" — t)(ry +
0%/2))/o/T —t.

Med data Sy, ..., Sy og C1, ..., Cr kan man prgve at bruge Black-Scholes
formlen i hver periode. Den eneste ukendte parameter er aktieafkastsvolatili-
teten, 0. Den implicitte volatilitet ¢! er defineret som den veerdi, der sikrer,
at ligningen C; = C(S;,t,T, K, rp, o) er opfyldt, dvs. at teorien stemmer
overens med data. Hvis man har flere optioner C;,,...,C}, til tid ¢, ad-
skilt ved forskellige aftalekurser K1, ..., K, kan o! findes i den ikke-linezere
regression

Ct,j =C (Sta L, Ta Kj7 Trts Ufﬁ) + €js (47)

der evt. kan vaegtes med handelsvolumen, se Day og Lewis, 1988.

Hvis teorien holder, skulle o} vaere markedets bud til tid ¢ pa volatiliteten
over optionens lgbetid. Imidlertid har flere i litteraturen, specielt Canina
og Figlewski (1993), fundet at den implicitte volatilitet ikke er noget godt
forecast for den faktisk realiserede afkastsvolatilitet over den pagacldende
periode, malt ved sample standardafvigelsen of. Analyserne er dog behaftet
med forskellige gkonometriske problemer, specielt overlappende data og korte
tidsraekker. Christensen og Prabhala (1998) studerer regressionen

ol =a+bol+col |+, (48)
og ser pa en lang tidsrackke af ikke-overlappende data. Resultatet er i over-
ensstemmelse med teorien, nemlig at a = 0, b = 1 og ¢ = 0, idet dog b < 1 far
oktoberkrakket i 1987. Rubinstein (1994) har ogsa for perioden efter dette
krak fundet de sakaldte Smil-effekter, hvor volatiliteten synes stgrst for de
lave aftalekurser.
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5.4 Volatilitet

Volatilitet er en central stgrrelse i mange finansielle sammenhaenge. Sale-
des kan den systematiske risiko eller ‘beta’; som er sa afggrende for pris-
fastsaettelsen i CAPM og APT modellerne, forstas som enkeltaktivets bidrag
til portefgljeafkastets volatilitet. I obligationstilfaeldet er volatiliteten af cen-
tral betydning, og det er i denne dimension modellerne ofte sgges udvidet.
Dette er for eksempel tilfaeldet nar man gar fra CIR, se (43), til CKLS mo-
dellen, se (44). I HJM modellen (40-41) er volatiliteten altafggrende, idet
driften i processen er en funktion af volatiliten. Noget tilsvarende ggr sig
gxeldende i optionstilfaeldet, f.eks. indgar middelafkastet slet ikke i Black-
Scholes-formlen, (46) kun afkastets volatilitet, og i den empiriske analyse
sammenlignes implicit og realiseret volatilitet, se (47). Det er derfor veerd at
kigge en ekstra gang netop pa volatiliteten.

Skent afkastraterne i sig selv ofte kun er svagt serielt korrelerede, udviser
den tilsvarende tidsrackke af kvadrerede afkastrater staerk seriel korrelation.
Ofte ses mange hgje veerdier af de kvadrerede afkastrater i track, efterfulgt af
mange lave vaerdier, og sa atter hgje. Dette feenomen kan forklares ved hjzelp
af begrebet autoregressiv betinget heteroskedasticitet.

En autoregressiv betinget heteroskedasticitetsmodel af orden p, ogsa kal-
det en ARCH(p)-model, se Engle (1982), er givet ved

re =+ \/]775675 ) (49)

Her er r; afkastrackken med middelafkast p, mens € er en serielt ukorreleret
stgj, og h; indikerer processen for de betingede varianser,

he = o+ a4 ...+ apu; (50)

hvor u; = r,— p er afkastresidualet. I denne specifikation bestemmes niveauet
for volatiliteten af de seneste p kvadrerede residualer.

Der geelder ogsa, at hvis r; fglger en ARCH(p)-model, folger rackken af
kvadrerede residualer en AR(p)-model. Bollerslev (1986) indfgrer udvidelsen
hvor u? fglger en ARMA-model. Dette resulterer i en generaliseret ARCH
eller GARCH-model. Varianserne i GARCH(p, ¢)-modellen opfgrer sig som

he = 80+ 61hey + .+ Sphep + anuf_y + ..+ oqui_, . (51)

Bade ARCH- og GARCH-modeller er stationsere, hvis parametrene er posi-
tive og summen af dem alle, undtagen den fgrste, er mindre end een. Hvis
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denne sum er een, fas den integrerede GARCH eller IGARCH-model, Engle
og Bollerslev (1986).

Hvis man antager, at ¢; er standard normalfordelt, gennemfgres maxi-
mum likelihood estimation ved for hvert afkast r; at indsaette h; for variansen
i den saedvanlige Gaussiske likelihood funktion. Et test for, hvorvidt betin-
get heteroskedasticitet overhovedet er vigtigt i de givne data, kan baseres
pa signifikansen i en regression af de kvadrerede residualer pa egne laggede
veerdier, inkl. et konstantled.

Udover GARCH er der mange andre variationer over ARCH-temaet.
Engle, Lilien and Robins (1987) keeder den betingede heteroskedasticitet mere
sammen med finansieringsteori ved at tillade at volatiliteten indgar i mid-
delafkastet. Deres ARCH in Mean eller ARCH-M-model fremkommer ved at
gange h; pa p i ARCH(p)-modellen ovenfor. Nelson (1991) betragter en expo-
nentiel GARCH-model (EGARCH), der tillader Blacks niveau-effekt, se (35),
idet negative residualer, og dermed lavere kurser, leder til hgjere volatilitet
end positive residualer.

En anden variation er at tillade uendelig mange lags i GARCH-ligningen,
sa man far ”long memory” i volatiliteterne. Dette er empirisk relevant, f.eks.
summerer estimerede GARCH-parametre ofte til nzesten en. Pa den anden
side tyder data pa, at stgd i volatiliteten dgr ud pa meget langt sigt. Derfor
indfgrer Baillie, Bollerslev og Mikkelsen (1996) en Fraktionel IGARCH eller
FIGARCH model som alternativ til IGARCH. Modellens simpleste form er

hy = 6o+ 64 (L) 2,

hvor 6, netop er et uendeligt polynomium i lag-operatoren L, parametriseret
ved d € [0, 1] som

(Sd(L):dgF(li(dk;;(d]g_l)Lk (52)

hvor I' er gamma-funktionen. For d = 1 fas atter IGARCH, mens d € (0,1)
tillader long memory og dog mean-reversion.

Hvis ligningen for h; i (51) udvides med et stgjled der er uatheengigt af
alt andet pa hgjresiden, fremkommer en stokastisk volatilitetsmodel.

Det er langt vanskeligere at udfgre maximum likelihood eller anden esti-
mation for stokastiske volatilitetsmodeller end for GARCH-modeller. Nor-
malt vil man skulle integrere samtlige uobserverede volatiliteter ud i likeli-
hood funktionen, og dette resulterer i et T-dobbelt integral, hvor T" er laeng-
den af dataserien. Dette er umuligt i praksis. Nelson (1990) viser dog at
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GARCH-modeller er gode approksimationer til stokastiske volatilitetsmodel-
ler. Der gaelder specielt, at GARCH-modeller under visse betingelser konver-
gerer til stokastiske volatilitetsmodeller nar intervallet mellem observatio-
nerne bliver mindre. Derfor kan man kan i en vis udstreekning simpelthen
basere analysen pa GARCH-modeller, specielt for hgjfrekvente data.

5.5 Fremtidig udvikling i finansiel gkonometri

Vi har kun diskuteret en brgkdel af omradet finansiel gkonometri. Visse felter,
vi ikke har bergrt, kan meget vel blive vigtige i fremtiden. Det kan dog forud-
ses, at megen nyudvikling vil vaere data-drevet. For eksempel er opblomstrin-
gen af mikrostruktur-analysen, hvor man betragter betydningen af forhold
som asymmetrisk information, likviditet og institutionelle forhold for enkelt-
handler, en konsekvens af den forbedrede adgang til hgjfrekvente data, og der
er ingen tvivl om, at dette er en udvikling, der vil fortsaette. Man har tidli-
gere set, hvordan fremkomsten af CRSP data med daglig og lavere frekvens
ledte til den analyse af aktier og obligationer, der er diskuteret ovenfor. For
disse instrumenters vedkommende kan der forudses en stadig nsermere sam-
menknytning af teori og empirisk metode. Det samme vil ske for optionernes
vedkommende, og her bliver det specielt vigtigt at udvikle tilfredsstillende
metoder for inkomplette markeder, f.eks. i situationer med stokastisk vola-
tilitet. Empirisk analyse af amerikanske optioner, hvor der kan handles til
aftalekursen ogsa for optionens udlgb, og optioner pa rentestrukturen er an-
dre vigtige forskningsretninger. Endelig m& man indenfor virksomhedernes
finansiering og investeringsplanlaegning forudse en stadig gget anvendelse af
spilteori, og specielt en udvidelse af det eksisterende modelapparat til at
handtere dynamiske problemer, for eksempel virksomhedernes udjsevning af
udbyttebetalinger over tid.

6 Latente strukturmodeller

I dette afsnit behandles modeller til analyse af ssammenhaenge mellen latente
variable. Specielt vil de sakaldte Linear Structural Relationship eller LISREL-
modeller blive diskuteret.

LISREL-modellernes fordel er deres store generalitet og fleksibilitet. Lige-
som de almindelige gkonometriske metoder abner de mulighed for at betragte
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simultane ligninger med mange endogene variable, men derudover tillader de
ogsa malefejl i savel exogene som endogene variable. Som i faktoranalysen,
der er udviklet inden for psykometrien og sociometrien, tillader LISREL-
modellerne multiple indikatorer for latente variable, samt tillige estimation
af reliabilitet og validitet. Dertil kommer, at LISREL tillader mere generelle
malemodeller end traditionel faktoranalyse, og analytikeren har mulighed for
at modellere strukturelle sammenhaenge mellem de latente variable. LISREL-
modellerne er saledes en syntese af procedurer, der er udviklet inden for savel
gkonometrien som psykometrien og sociometrien. LISREL-modellerne byg-
ger pa en analyse af datasaettets kovariansstruktur. Omradets oprindelige
pionerer, der startede deres arbejde i 60’erne, er svenskerne Karl G. Joreskog
og Dag Soérbom se Joreskog og Sérbom (1988, 1989, 1993a, b, c), samt Bol-
len(1989) og Bollen og Long(1993).

6.1 Den generelle LISREL-model

LISREL-modellen, med variable malt i afvigelser fra gennemsnittet, er defi-
neret ved fglgende tre ligninger:
Den strukturelle ligningsmodel:

n=DBn+TE{+( (53)

Malemodellen for y :
y=Amn+e (54)

Malemodellen for z :
x=NE+6 (55)

n er en m vektor af latente endogene variable, £ en n vektor af latente
eksogene variable, ( en m vektor af fejlled i de strukturelle relationer, mens
y og x er p og q vektorer af indikatorer for 1 og &. € og 6 er p og q vektorer
af malefejl, mens B, I', A, og A, er koefficientmatricer

Det forudsaettes, at den forventede vaerdi af alle fejlled og latente variable
er lig med nul, € er ukorreleret med 7, 6 er ukorreleret med &, ¢ er ukorreleret
med &, og (, € og 6 er indbyrdes ukorrelerede. Koefficientmatricen B har nuller
pa diagonalen af selvindlysende grunde og I — B skal veere ikke singuleer.
Modellens kovariansmatricer er : Cov (§) = ®,Cov ({) = ¥, Cov (¢) = O¢ og
Cov (8) = Og.
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Et specialtilfeelde af modellen er en simultan ligningsmodel i de observe-
rede variable. Denne model fremkommer ved at seette Ay= I,,,, A\, = I,,,05 =
0 og ©, = 0. Derved aendres (53) til

y=DBy+Tz+( (56)

LISREL-modellen kan ogsa illustreres i et stidiagram, jf. figur 1, der viser
en model for sammenhangen mellem graden af industrialisering og politisk
demokrati i 75 udviklingslande. Det er en panelmodel med to latente endo-
gene variable, politisk demokrati i 1960 (7,) og 1965 (1,) og en latent exogen
variabel, industrialiseringen i 1960 (¢;). Industrialiseringen er malt med tre
indikatorer, medens politisk demokrati for 1960 og 1965 hver er malt med de
samme fire indikatorer. Den strukturelle ligningsmodel ses at vaere rekursiv.
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Figur™1:

Figur 1. Panelmodel for politisk demokrati og industrialisering for udvik-
lingslande, 1960 til 1965.

&, @ industrialiseringen i 1960, x; : BNP per capita 1960, z; : energifor-
brug per capita 1960, z3 : andelen af arbejdsstyrken i industrien 1960, 1,7, :
politisk demokrati 1960, 1965, y1, ys : pressefrihed 1960, 1965, ys, ys : Oppo-
sitionsfrihed 1960, 1965, ys, y7 : valgs eerlighed 1960, 1965, y4 ys : valglovens
effektivitet 1960, 1965. Bemaerk at y; — ys : er baseret pa ekspertvurderinger.
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Malefejlene for den samme indikator i 1960 og 1965 tillades at veere kor-
relerede. Det samme gaelder malefejlene for indikatorer, der bygger pa vur-
deringer fra den samme dommer: (y2,ys4) 0g (Y6, Ys) -

I denne LISREL-model ses det, at hver latent variabel har en A-veerdi,
der er fastsat til 1. Det betyder, at den latente variabel og den tilhgrende
observerede variabel har samme skalering.

Vi vil nu se pa LISREL-modellens kovariansstruktur.

Betragt (p + q) x 1 vektoren ( Z > af observerede variable. Dens kovari-

ansmatrix Y af orden (p+ ¢) X (p + q) kan skrives

> =200 (57)

hvor > er en funktion af alle modellens parametre, sammenfattet i vektoren
0. 3 (0) kaldes den implicerede kovariansmatrix.

Identifikationsproblemet relaterer sig til, hvorvidt det er muligt at finde
lgsninger for § som funktion af elementerne {o;;} i 3. Der findes en lang
raekke regler for kontrol af modellens identifikation, regler, som er delvis
kendte fra simultane ligningsmodeller. Undersggelse af den generelle models
identifikation foregar i to trin. Fgrst kontrolleres alle malemodeller under ét.
Er de identificeret, kan den strukturelle model kontrolleres med reglerne for
identifikation af simultane ligningsmodeller. Den mest simple regel lyder som
folger: Lad antallet af ukendte parametre i 6 vaere h. En ngdvendig betingelse
for identifikation er saledes

h<(p+q+1)(p+aq)/2 (58)

6.2 Estimation

Da populationskovariansmatricen > normalt er ukendt, benyttes i stedet den
tilsvarende stikprgvekovariansmatrix S, der er beregnet ud fra en tilfaeldig
stikprgve pa N observationer. R

Estimationen foregar i princippet pa den made, at estimatet 6 bestemmes
saledes, at en kriterie- eller fit-funktion, F', som maler afvigelsen mellem S og
>~ (#) minimeres. Den fittede kovariansmatrix betegnes S=3 (5) . Normalt
defineres F saledes, at F' () er en skalar, at F' () >0, F (0) =0< S =3 (0)
og at F' () er kontinuert.

Minimering af fitfunktioner med disse egenskaber fgrer til konsistente esti-
mater for 6. F’s udseende afhsenger naturligvis af estimationsmetoden.
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I praksis benyttes Uvejet Mindste Kvadraters Metode, ULS, Generaliseret
Mindste Kvadraters metode, GLS, eller Maximum likelihood metoden, ML,
der alle er specialtilfeelde af den Generaliserede Vejede Mindste Kvadraters
Metode, WLS.

WLS metodens fit-funktion er defineret ved

Fyrs = (s — a(0)W™ (s — a(0)) (59)

hvor s er en vektor af de k = (p+q+1)(p+ q)/2 ikke redundante elementer i
S og o(0) den tilsvarende vektor fra 3" (6), ogsa af orden k. W1 er en positiv
definit vaegtmatrix. For at opna asymptotisk efficiens vaelges elementerne i W
som konsistente estimater af de tilsvarende kovarianser mellem kovarianserne
i S. W kan ofte med fordel estimeres ved hjelp af bootstrapmetoden.

I mange samfundsvidenskabelige undersggelser indgar der ordinalt ska-
lerede variable. T den slags tilfaelde estimeres der en sakaldt polykorisk kor-
relationsmatrix, som sa er input til LISREL-modellen. Det antages, at der
bag hvert par af ordinalt skalerede variable ligger et par af latente kontinu-
erte variable, der er todimensionalt normalfordelt. Pa basis af de to ordinale
variables todimensionale antalstabel estimeres korrelationen mellem de to
latente variable ved Maximum Likelihood. Denne korrelation kaldes den po-
lykoriske korrelation. Mellem to kontinuerte variable estimeres en seedvanlig
Pearson korrelationskoefficient og for par af variable, hvor den ene er ordinal
og den anden kontinuert, estimeres en sakaldt polyserial korrelation. Da det
ogsa er muligt at udregne den asymptotiske kovariansmatrix for den saledes
frembragte korrelationsmatrix, er en asymptotisk fordelingsfri bedste WLS
estimator mulig selv i modeller med ordinalt skalerede variable.

6.3 Test og goodness of fit
Den grundlaeggende hypotese

Ho¢Z:Z(9)

kan testes ved et likelihood ratio test. Her benyttes, at (N — 1) F [S, > (5)}
under Hy er x*-fordelt med (p+ ¢+ 1)(p + ¢)/2 — h frihedsgrader.

Til vurdering af den estimerede model benyttes en lang rackke goodness
of fit mal, som bygger pa denne y’-stgrrelse og antallet af frihedsgrader.
Nogle mal er af den relative type, idet de foruden den estimerede models
egen y’-veerdi og frihedsgradsantal ogsa benytter de tilsvarende stgrrelser
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for en baselinemodel, f.eks. en uafhsengighedsmodel, dvs. en model, hvor
> = > (0) er diagonal. Residualerne, som er elementer i S — >° (5), bruges
ogsa til vurdering af den estimerede model.

Der kan opstilles diverse LR, Wald og LM tests for nestede modeller. I
denne forbindelse er det veerd at naevne det sdkaldte modifikationsindex, som
er et LM test med én frihedsgrad. Det angiver, hvor meget x? for en model
reduceres, hvis en fixed parameter saettes fri til estimation, og kan derfor vaere
et redskab ved modifikation af modellen. Alle tests angaende koefficienter,
som kendes fra regressionsanalyse, kan bruges i LISREL-modellen. Dog er
der her tale om asymptotiske tests, dvs. x? og normalfordelingstest, se afsnit
2.

Ved sammenligning af forskellige modeller, herunder modeller der ikke er
nestede, er det szrdeles hensigtsmaessigt at benytte krydsvalideringsteknik-
ken. Den kraever, at stikprgven er sa stor, at man tilfeeldigt kan splitte den
i to halvdele og sa estimere modellerne pa basis af den ene halvdel, estima-
tionsstikprgven. Ved at sammenligne de implicerede kovariansmatricer for de
forskellige estimerede modeller med kovariansmatricen i valideringsstikprgven
kan man finde frem til den model, der bedst kan reproducere kovariansma-
tricen i en ny tilfeeldig stikprgve, Browne & Cudeck (1989), uden at man
kommer til at veelge en model, der overfitter data.

6.4 Diskussion

Af den foranstaende gennemgang skulle det gerne fremga, at LISREL-modellerne
er generelle og saledes velegnede til beskrivelse af data i mange forskellige si-
tuationer. Det er imidlertid meget vigtigt, at der inden for det pagaeldende
fagomrade pa forhand er opstillet en velunderbygget teori, inden man forsgger

at estimere en LISREL-model. Et excellent statistisk fit for en svagt teoretisk
funderet model er naturligvis ikke meget veerd.

Hvad er sa ulemperne ved disse metoder? Her m& man fgrst og frem-
mest anfgre kravet til stikprgvestgrrelsen. I sma simple modeller skal man
normalt op pa ca.100 observationer, og kravet vokser let til flere hundrede,
nar antallet af variable vokser. Specielt kraever WLS-metoden meget store
stikprgver, for at fjerde ordens-momenterne, der er ngdvendige for bestem-
melsen af elementerne i W kan beregnes med tilstrackkelig ngjagtighed. Her
kan dog boostrapmetoden vaere en hjeelp, se afsnit 2. En anden ulempe, som
imidlertid er en fglge af selve ideen om en strukturel ligningsmodel inde-
holdende latente variable, er, at man jo ikke kan beregne fittede veerdier og
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residualer for enkeltobservationer, som det er normalt i regressionsanalysen.
Det statistiske goodness of fit bygger derfor alene pa residualerne defineret
som forskellen mellem elementerne i kovariansmatricen S og den implicerede
kovariansmatrix (9) . Det er en stor fordel, at WLS metoden nu er til
radighed, men kravet til computerkapacitet vokser i denne forbindelse kraf-
tigt. Antag f.eks. at man i et datasaet har 20 observerede variable. Sa har
den asymptotiske kovariansmatrix W ;| 21 gange 20 raekker og sgjler eller
ialt 22155 forskellige elementer, som kraever beregning, inden den egentlige
LISREL-estimation kan begynde.

6.5 Fremtidig udvikling i latente struktur modeller

LISREL-modellerne har efterhanden stor succes i flere driftsgkonomiske anven-
delser. F.eks. er en LISREL-model til forklaring af servicekvalitet i banker og
pa kommunalkontorer med variablene delegation, uathaengighed, I'T-support,
uddannelse og motivation anvendt af Nielsen og Hgst (1997). Det forventes
at denne udvikling fortsesetter og at anvendeslesomradet udvides til andre
omrader af gkonomien, som f.eks public choice.
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